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Abstrakt
Ovaa doktorska disertacija e od kompleksnata analiza, po-
konkretno, od geometriskata teorija na funkciite i pred se
od teorijata na povek´elisnite, a e opfatena i teorijata na
ednolisnite funkcii.
Disertacijata sodri novi originalni rezultati koi se
sostaven del na qetiri trudovi.
Istrauvaǌata se nasoqeni kon naog´aǌe na vrski pomeg´u
nekoi klasi na povek´elisni funkcii izrazeni preku implika-
cii koi sodrat neravenstva. Ponatamu, tie se nasoqeni kon
razgleduvaǌe na izraz za povek´elisni funkcii prouquvan od
Silverman za ednolisni.
Dadeni se i novi kriteriumi za ograniqeno vrteǌe so po-
mox na modulot i realniot del na linearnata kombinacija na
f ′(z) i f(z)/z, t.e., na
α · f ′(z) + β · f(z)
z
.
Disertacijata e zavrxena so idei za ponatamoxni istrau-
vaǌa.
Math. Subj. Class. [2010]: 30C45, 30C55.
Kluqni zborovi: diferencijalni subordinacii, analitiqki
funkcii, ednolisni funkcii, povek´elisni funkcii, povek´elis-
ni vezdoliki funkcii od red α, povek´elisni konveksni funk-
vii
viii
cii od red α, ograniqeno vrteǌe, klasa definirana od Silver-
man, dovolni uslovi, realen del, modul.

Abstract
This PhD thesis deals with complex analysis, more precisely with
geometric function theory and the theory of multivalent functions. It
also involves the theory of univalent functions.
The thesis encompasses new and original results which comprise four
papers.
The research is aimed at finding connections between some classes of
multivalent functions expressed by implications that contain inequalities.
Furthermore, it investigates expression in multivalent functions studied
by Silverman for univalent ones.
New criteria for bounded turning using the module and the real part
of the linear combination of f ′(z) and f(z)/z, i.e., of
α · f ′(z) + β · f(z)
z
are given.
The thesis ends with ideas for further study.
Math. Subj. Class. [2010]: 30C45, 30C55.
Keywords: differential subordination, analytic function, univalent func-
tions, multivalent function, multivalent starlike functions of order α, mul-
tivalent convex functions of order α, bounded turning, class defined by
Silverman, sufficient condition, real part, modulus.
x

Sodrina
Voved 1
1 Osnovni poimi od teoriite na ednolisnite i po-
vek´elisnite funkcii 5
1.1. Osnovni svojstva na ednolisnite i povek´elisnite
funkcii. Klasiqni rezultati . . . . . . . . . . . 6
1.2. Nekoi specijalni klasi ednolisni i povek´elisni
funkcii. Rezultati koi se odnesuvaat na tie
klasi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1. Ednolisni i povek´elisni vezdoliki funk-
cii, vezdoliki funkcii od red α, silno
vezdoliki funkcii od red α. . . . . . . . 13
1.2.2. Ednolisni i povek´elisni konveksni funk-
cii, konveksni funkcii od red α. . . . . . 16
1.2.3. Blisku-do-konveksni funkcii, blisku-do-
konveksni funkcii od red α. Povek´elisni
blisku-do-konveksni funkcii od red α . . 19
1.3. Klasata funkcii definirana od Silverman . . . . 21
1.4. Nekoi metodi od teorijata na ednolisnite funk-
cii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2 Novi relacii pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funk-
xii
xiii
cii 26
2.1. Poznati rezultati za relacii pomeg´u nekoi klasi
povek´elisni funkcii . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2. Relacii pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funkcii 38
3 Rezultat na Silverman prenesen od klasata ednolisni
na klasata povek´elisni funkcii 50
3.1. Klasata S∗[A,B] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2. Nekoi rezultati povrzani so klasata na Silverman 52
3.3. Nov rezultat za povek´elisni funkcii proxiru-
vaǌe na rezultat na Silverman za ednolisni . . . 57
4 Za ograniqenoto vrteǌe na analitiqkite funkcii 64
4.1. Klasata funkcii so ograniqeno vrteǌe . . . . . . 64
4.2. Dovolni uslovi za ograniqeno vrteǌe . . . . . . 69
5 Idei za ponatamoxna rabota 78
Literatura 82
Oznaki 90
Indeks 94


Voved
Nauqna disciplina koja se pojavila kon krajot na devet-
naesettiot i poqetokot na dvaesettiot vek e geometriskata
teorija na funkciite koja gi prouquva geometriskite svojstva
na analitiqkite funkcii. Osnoven rezultat vo taa teorija
e teoremata na Riman koja veli deka sekoja prosto svrzana
oblast koja ne e celata kompleksna ramnina moe da se pres-
lika konformno na edineqniot disk D = {z : |z| < 1}. Sostaven
del na geometriskata teorija na funkciite se teoriite na
ednolisnite i povek´elisnite funkcii. Ovaa doktorska di-
sertacija spag´a pred se vo teorijata na povek´elisnite funk-
cii, a se spomenuva i teorijata na ednolisnite.
Za funkcijata f(z) velime deka e ednolisna na oblast D ako
i samo ako e analitiqka na D osven najmnogu vo eden pol, i ako
za sekoi z1, z2 ∈ D e ispolnet uslovot z1 6= z2 ⇒ f(z1) 6= f(z2).
Prviot poznat rezultat vo teorijata na ednolisni funkcii
bil daden od Koebe vo 1907 godina. Najgolem pridones za
nejzin razvoj ima hipoteza na Bieberbach od 1916 godina ([4])
koja tvrdi deka za koeficientite od razvojot na sekoja nor-
malizirana ednolisna funkcija (funkcija koja e analitiqka i
e injekcija na edineqniot disk) vai |an| ≤ n. Hipotezata,
dokaana e za sekoj priroden broj n pogolem od 1 od L. de
1
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Branges vo 1985 godina ([11]).
Vo teorijata na ednolisnite funkcii glavno se ispituva
klasata normalizirani ednolisni funkcii i nejzinite pot-
klasi (klasite vezdoliki, konveksni, blisku-do-konveksni, α-
konveksni funkcii, klasata funkcii so ograniqeno vrteǌe i
drugi).
Rezultatite od teorijata na ednolisnite funkcii naog´aat
primena vo testiraǌeto na ednolisnosta na rexenijata na di-
ferencijalnite ravenki, za rexavaǌe na nekoi graniqni prob-
lemi i inverzni graniqni problemi, za rexavaǌe na prak-
tiqni problemi od mehanikata i fizikata (aerodinamikata i
hidrodinamikata), kako i pri primenata na konformnite pres-
likuvaǌa.
Prirodna generalizacija na ednolisnite se povek´elisnite
funkcii. Funkcijata f(z) =
∞∑
n=1
anz
n ∈ Ap velime deka e povek´e-
lisna ili p−lisna vo D ako taa ja dobiva sekoja nejzina vred-
nost najmnogu p pati vo D i postoi ω0 takvo xto f(z) = ω0 ima
toqno p rexenija vo D, koga korenite se smetaat vo soglasnost
so nivnite mnogukratnosti.
Doktorskata disertacija se sostoi od 5 glavi i tri doda-
toci (literatura, oznaki i indeks).
Prvata glava e vovedna i samiot nejzin naslov, Osnovni
poimi od teoriite na ednolisnite i povek´elisnite funkcii,
navestuva deka vo nea se dadeni osnovnite definicii, svoj-
stva, karakterizacii i metodi od teoriite na ednolisnite i
povek´elisnite funkcii i od teorijata na diferencijalni sub-
ordinacii koi se neophodni za prezentiraǌe i dokauvaǌe na
originalnite rezultati dobieni pri istrauvaǌata. Ovaa
glava sodri i pregled na potklasite na klasite ednolisni
i povek´elisni funkcii. Isto taka, navedena e i klasata na
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Silverman i dadeni se nekoi rezultati povrzani so taa klasa.
Vo vtorata glava so naslov, Novi relacii pomeg´u nekoi
klasi povek´elisni funkcii, dadeni se novi originalni rezul-
tati izloeni vo dva truda [26] i [27]. Tie se odnesuvaat na
vrski pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funkcii izrazeni preku
implikacii koi sodrat neravenstva.
Vo tretata glava naslovena kako, Rezultat na Silverman pre-
nesen od klasata ednolisni na klasata povek´elisni funkcii, e
prouquvan izraz za povek´elisni funkcii koj pretstavuva pro-
xiruvaǌe na izrazot od klasata ednolisni funkcii na Silver-
man vovedena 1999 godina definirana kako koliqnik od anali-
tiqkata reprezentacija na konveksnosta i vezdolikosta.
Narednata glava so naslov, Za ograniqenoto vrteǌe na ana-
litiqkite funkcii, sodri definicija i povani svojstva na
klasata funkcii so ograniqeno vrteǌe
R = {f ∈ A : Re f ′ (z) > 0, z ∈ D} .
Imeto na klasata doag´a od tamu xto uslovot Re f ′ (z) > 0 e ek-
vivalenten so |arg f ′ (z)| ≤ pi/2, a arg f ′ (z) go pretstavuva agolot
na vrteǌe (rotacija) na slikata na poluprava od z xto se do-
biva so pomox na funkcijata f . Ovaa klasa e interesna za
istrauvaǌe poradi toa xto taa e potklasa na klasata edno-
lisni funkcii, no ne e potklasa na klasata vezdoliki funk-
cii, nitu pak klasata vezdoliki funkcii e nejzina potklasa.
Vo ovaa glava dadeni se novi kriteriumi za ograniqeno vrteǌe
vo termini na modulot i realniot del na linearnata kombi-
nacija
α · f ′(z) + β · f(z)
z
i istite se publikuvani vo trudot [64].
Voved 4
Vo poslednata glava od disertacijata naslovena, Idei za
ponatamoxna rabota, dadeni se idei (nasoki) za ponatamoxni
istrauvaǌa.
Glava 1
Osnovni poimi od teoriite na
ednolisnite i povek´elisnite
funkcii
Vo ovaa glava najprvo k´e bidat definirani osnovnite poi-
mi, a potoa k´e bidat dadeni i nekoi znaqajni rezultati od
teoriite na ednolisnite i povek´elisnite funkcii. Na kraj od
ovaa glava k´e bidat navedeni metodite koi k´e bidat koristeni
za dobivaǌe na rezultatite vo ovaa doktorska disertacija.
5
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1.1. Osnovni svojstva na ednolisnite i
povek´elisnite funkcii. Klasiqni
rezultati
Edna analitiqka funkcija f velime deka e ednolisna na domen
D ⊂ C, domen D e otvoreno i svrzano mnoestvo, ako presliku-
vaǌeto od D vo f(D) e injektivno. Ednolisnosta moeme da ja
definirame i so:
Definicija 1.1.1. Funkcijata f(z) regularna na domenot D ve-
lime deka e ednolisna vo D ako w = f(z) prima razliqni vre-
dnosti w za razliqni z od D .
Toa znaqi deka ravenstvoto f(z) = w ima najmnogu eden ko-
ren vo D za sekoe kompleksno w. Spored toa, funkcijata f(z)
regularna na domenot D ⊂ C velime deka e ednolisna ako taa
nikogax ne prima ista vrednost dva pati.
Ako f(z) e ednolisna na edineqniot disk D = {z : |z| < 1},
togax f ′(z) 6= 0 vo D. Da zabeleime deka obratnoto ne e toqno.
Kako trivialni primeri moeme da gi navedeme funkciite
f(z) = z koja e ednolisna na D i funkcijata f1(z) = z2 koja pak ne
ednolisna na D. Ponatamu funkcijata z + zn/n e ednolisna na
D za sekoj pozitiven cel broj n, a funkcijata sinz e ednolisna
na diskot |z| < pi/2.
Vo prodolenie, k´e objasnime nekoi vani elementarni
svojstva i teoremi za ednolisnite funkcii.
Teoremata na Riman (1851) e edna od najznaqajnite teo-
remi vo geometriskata teorija na funciite (vo koja spag´a i
teorijata na ednolisnite funkcii), koja tvrdi deka za sekoja
prosto svrzana oblast D, D ⊂ C, postoi edinstvena ednolisna
funkcija so domen D.
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Ponatamu, za funkcijata f(z) = a0 + a1z + a2z2 + · · · koja e
ednolisna na edineqniot disk D moeme da kaeme deka takva
e i funkcijata f(z) − a0. f e ednolisna pa f ′ (0) = a1 6= 0, i
zatoa moeme da izvrxime normalizacija na funkcijata f(z)
na sledniot naqin
f1(z) =
f(z)− a0
a1
i dobivame funkcija f1(z) od oblik f1(z) = z+
∑∞
n=2 a
′
nz
n. Funkci-
jata f1(z) e ednolisna na D i zatoa od praktiqni priqini (za
da se eliminiraat mnoxtvo parametri vo formulacijata i
dokazite na rezultatite) moeme da razgleduvame samo funk-
cii normalizirani taka xto f(0) = 0 i f ′(0)− 1 = 0.
Neka so H(D) ja oznaqime klasata od site funkcii xto se
analitiqki na otvoreniot ediniqen disk D = {z : |z| < 1}. Za
n ∈ N i a ∈ C, neka
H[a, n] = {f ∈ H(D) : f(z) = a+ anzn + an+1zn+1 + · · ·} .
Osobeno, neka za pozitiven cel broj p, Ap e potklasa od
H(D) koja se sostoi od funkcii od oblik
f(z) = zp +
∞∑
n=1
ap+nz
p+n (1.1.1)
i A ≡ A1, taka xto A e klasata od funkcii f(z) koi se ana-
litiqki na D i normalizirani taka xto f(0) = 0 i f ′(0) = 1,
t.e.,
A = {f ∈ H(D) : f(z) = z + a2z2 + a3z3 + · · ·} .
Klasata pak koja se sostoi od funkcii koi se ednolisni na
otvoreniot ediniqen disk D = {z : |z| < 1} i normalizirani
taka xto f(0) = f ′(0) − 1 = 0, t.e., se sostoi od funkcii od
oblik
f(z) = z + a2z
2 + a3z
3 + · · ·
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se oznaquva so S. Znaqaen primer na funkcija od klasata S e
Koebe-ovata funkcija dadena so
k(z) =
z
(1− z)2 =
1
4
[(
1 + z
1− z
)2
− 1
]
=
∞∑
n=1
nzn, z ∈ D.
Koebe-ovata funkcija e qesto ekstremalna funkcija za razli-
qni rezultati povrzani so klasata S. Imajk´i vo predvid deka
funkcijata 1−z
1+z
go preslikuva edineqniot disk ednolisno vo
desnata poluramnina, dobivame (vidi slika 1.1)
k (D) = C \ (−∞,−1/4] .
Slika 1.1 Slika na edineqniot disk so funkciite
1+z
1−z ,
(
1+z
1−z
)2 i z
(1−z)2 .
Ponatamu, rotaciite na Koebe-ovata funkcija t.e. funkci-
ite
kθ(z) =
z
(1− θz)2 =
∞∑
n=1
nθn−1zn, |θ| = 1, z ∈ D,
isto taka pripag´a na klasata S.
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Prviot znaqaen rezultat od teorijata na ednolisni funk-
cii e dobien od Koebe vo 1907 godina i e daden so slednata
teorema
Teorema 1.1.1. [14] Neka f(z) ∈ S.
(i) Postoi konstanta k > 0, taka xto
kD = {ω : |ω| < k} ⊆ f (D) .
(ii) Postojat pozitivni broevi m(r) i M(r) koi zavisat samo
od r, taka xto
m (r) ≤ |f(z)| ≤M (r) ,
kade |z| = r.
(iii) Postoi brojM1 (r), koj zavisi samo od r, taka xto za |z1| ≤ r
i |z2| ≤ r vai
1
M1 (r)
≤
∣∣∣∣f ′ (z1)f ′ (z2)
∣∣∣∣ ≤M1 (r) .
Posle ovoj rezultat, od togax pa do den denes, znaqi vo pe-
riod od povek´e od 100 godini, teorijata na ednolisni funkcii
se razvivala znaqitelno. Mnogu trudovi i knigi od teorijata
na ednolisni funkcii bile publikuvani.
Vo 1916, Bieberbach ja dokaal slednata teorema za funkci-
ite od klasata S, koja dava ocenka na vrednosta na vtoriot
koeficient a2 od razvojot na funkcijata.
Teorema 1.1.2. (teorema na Bieberbach) Ako f(z) ∈ S, togax |a2| ≤
2. Ravenstvoto vai ako i samo ako f(z) e rotacija na Koebe-
ovata funkcija.
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So pomox na teoremata na Bieberbach dokaani se slednite
dve teoremi (dokazite moe da se najdat vo [13]).
Teorema 1.1.3. (Koebe-ovata edna qetvrtina teorema) Slikata
na edineqniot disk za sekoja funkcija f(z) ∈ S go sodri diskot
{w : |w| < 1/4}.
Koebe-ovata funkcija i nejzinite rotacii se edinstvenite
ednolisni funkcii od S koi go sodrat otvoreniot disk so ra-
dius 1
4
, a site ostanati funkcii od S sodrat disk so pogolem
radius. Toa kauva deka vo prethodnata teorema konstantata
1/4 ne moe da se zameni so pogolema.
Teorema 1.1.4. Za sekoja funkcija f(z) ∈ S vai∣∣∣∣zf ′′(z)f ′(z) − 2r21− r2
∣∣∣∣ ≤ 4r1− r2 , |z| = r < 1.
Od Teorema 1.1.4. se izveduva Koebe-ovata teorema za de-
formacijata qij dokaz moe da se najde vo [13].
Teorema 1.1.5. Ako f(z) ∈ S i z ∈ D, togax
1− r
(1 + r)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + r
(1− r)3 , |z| = r < 1,
r
(1 + r)2
≤ |f(z)| ≤ r
(1− r)2 , |z| = r < 1,
i
1− r
1 + r
≤
∣∣∣∣zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ ≤ 1 + r1− r , |z| = r < 1.
Vo gornata teorema, za z ∈ D i z 6= 0, ravenstvo se dobiva
ako i samo ako f(z) e pogodno izbrana rotacija na Koebe-ovata
funkcija.
Bieberbach vo 1916 godina ja formuliral poznatata hipo-
teza na Bieberbach: za site funkcii f(z) ∈ S vai |an| ≤ n,
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n = 2, 3, . . .. Ravenstvo |an| = n, za dadeno n ≥ 2 vai ako i samo
ako f e rotacija na Koebe-ovata funkcija. Ovaa hipoteza bila
poqetna motivacija za istrauvaǌa vo teorijata na ednolisni
funkcii i mnogu metodi od ovaa teorija bile razvieni so cel
taa da se dokae. Prviot rezultat |a2| ≤ 2 bil dokaan od
Bieberbach vo 1916 (Teorema 1.1.2.). Vo 1923 godina Loewner i
vo 1955 Garabedian i Schiffer ja dokaale hipotezata na Bieber-
bach za n = 3 i n = 4 soodvetno. Vo 1968 godina bilo pokaano
deka |a6| ≤ 6 od strana na Pederson i Ozawa t.e. tie pokaale
deka hipotezata na Bieberbach e toqna za n = 6. Malku podocna
vo 1972 godina Pederson i Schiffer ja dokaale hipotezata na
Bieberbach za n = 5.
Prvata ocenka za site koeficienti ja dal Littlewood vo 1925
godina i taa glasi: |an| < en. Vo prodolenie dadeni se do-
bieni podobruvaǌa na ovaa ocenka: Milin (1965) |an| < 1.243n,
Fitzgerald (1971) |an| <
√
7/6n = 1.081n, Horowitz (1976) |an| <
1.0657n.
Vo 1985 hipotezata na Bieberbach koneqno ja dokaal de
Branges za site koeficienti. Dokazot moe da se najde vo [11].
Teorema 1.1.6. Ako f(z) ∈ S, togax vai |an| ≤ n, n = 2, 3, . . ..
Znakot za ravenstvo vai ako i samo ako f(z) e Koebe-ovata
funkcija ili nejzina rotacija.
Prirodna generalizacija na ednolisnite funkcii se po-
vek´elisnite. Vo prodolenie k´e definirame povek´elisni funk-
cii i k´e priloime ocena na koeficientite kaj povek´elisnite
funkcii.
Definicija 1.1.2. Funkcijata f(z) =
∞∑
n=1
anz
n ∈ Ap velime deka
e povek´elisna ili p−lisna vo D ako taa ja dobiva sekoja nejzina
vrednost najmnogu p pati vo D i postoi ω0 takvo xto f(z) = ω0
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ima toqno p rexenija vo D, koga korenite se smetaat vo soglas-
nost so nivnite mnogukratnosti.
Ponatamu, k´e bide navedena ocenka za vrednosta na koe-
ficientite na f(z) povek´elisna vo edineqniot disk D. Pret-
postavuvame deka p e pozitiven cel broj i deka f(z) =
∞∑
n=1
bnz
n e
povek´elisna vo D, t.e., deka ravenkata f(z) = ω0 nikogax nema
povek´e od p koreni vo D. Togax za n > p imame
|bn| ≤
p∑
k=1
2k(n+ p)!
(p+ k)!(p− k)!(n− p− 1)!(n2 − k2) |bk|. (1.1.2)
Vo [16] moat da se najdat istoriski zabelexki za ocenkata
(1.1.2) do 1968 godina. Za p = 1 ja dobivame teoremata na de
Branges. Za p = 2 i p = 3 ocenkata (1.1.2) stanuva
|b3| ≤ 5|b1|+ 4|b2|,
neravenstvo koe e pokaano deka e toqno ako f(z) e regularna
2-lisna vo |z| < 1, vezdolika vo odnos na nulata i ako site bi
se realni [17].
Povek´e za povek´elisnite funkcii moe da se najde vo [18].
1.2. Nekoi specijalni klasi ednolisni i
povek´elisni funkcii. Rezultati koi
se odnesuvaat na tie klasi
Klasata na povek´elisni funkcii e edna od poznaqajnite vo kom-
pleksna analiza, pa zaradi toa bila xiroko prouquvana. Taka
na primer, Patil i Thakare [48], Owa [46] i Aouf [3] gi prouquvale
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potklasite od povek´elisni funkcii od red α. Mnogu avtori
posvetile golem del od nivnata rabota na pronaog´aǌe dovolen
uslov za blisku-do-konveksnost, vezdolikost i konveksnost na
funkcija f(z) ∈ Ap (vidi [59], [66], [43], [56], [40] i [69]).
Vo ovaa sekcija k´e definirame nekolku potklasi na klasite
na ednolisni i povek´elisni funkcii i k´e bidat dadeni rezul-
tati povrzani so tie potklasi. Nivnata analitiqka defini-
cija e so pomox na ednostavni neravenstva.
1.2.1. Ednolisni i povek´elisni vezdoliki funk-
cii, vezdoliki funkcii od red α, silno
vezdoliki funkcii od red α
Najprvo k´e gi definirame klasite ednolisni vezdoliki funk-
cii, vezdoliki funkcii od red α i silno vezdoliki funkcii
od red α, a potoa k´e bidat navedeni i definiciite za soodvet-
nite klasi povek´elisni funkcii.
Definicija 1.2.3. Funkcijata f(z) ∈ S e vezdolika na D ako
i samo ako oblasta f(D) e vezdolika vo odnos na nulata, t.e.,
w ∈ f(D) ⇒ tw ∈ f (D) (1.2.3)
za sekoe t ∈ [0, 1].
Klasata na vezdoliki funkcii na D k´e ja oznaquvame so S∗.
Geometriski gledano, uslovot (1.2.3) znaqi deka otseqkata
xto ja povrzuva nulata so bilo koja toqka od f(D) lei vo
f(D), odnosno zrak (poluprava) so poqetok vo nulata ako ja
seqe granicata na f(D), togax ja seqe samo ednax.
Slednata teorema, qij dokaz moe da se najde vo [13], [15],
[49] i [53] dava analitiqka karakterizacija na vezdolikosta.
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Teorema 1.2.7. Ako f(z) ∈ A, togax slednite tvrdeǌa se ekvi-
valentni:
(i) f(z) ∈ S∗;
(ii) oblasta Fr = f (|z| < r) = {f(z) : z ∈ D} e vezdolika vo odnos
na nulata za sekoe r, 0 < r < 1;
(iii) Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 0, z ∈ D.
Uslovot (ii) znaqi deka funkcijata arg f
(
reiθ
)
e neopag´aqka
po promenlivata θ, 0 ≤ θ ≤ 2pi (pri fiksno r), dodeka (iii) e
analitiqka interpretacija na toj fakt. Ekvivalencijata (i)
⇔ (iii) dava za pravo kako definicija na klasata vezdoliki
funkcii da se koristi:
Definicija 1.2.4. Klasata vezdoliki funkcii e
S∗ =
{
f(z) ∈ A : Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 0, z ∈ D
}
. (1.2.4)
Poimot za vezdolikost moe da se obopxti na slednite
naqini:
Definicija 1.2.5. Funkcijata f(z) ∈ A e vezdolika od red
α, 0 ≤ α < 1, ako i samo ako
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> α, z ∈ D.
Definicija 1.2.6. Funkcijata f(z) ∈ A e silno vezdolika od
red α, 0 < α ≤ 1, ako i samo ako∣∣∣∣arg [zf ′(z)f(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 , z ∈ D.
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Klasite vezdoliki funkcii od red α i silno vezdoliki
funkcii od red α k´e gi oznaquvame so S∗(α) i S˜∗(α), soodvetno.
Oqigledno S˜∗ (1) = S∗ (0) = S∗ i S˜∗ (α) ⊂ S∗, S∗ (α) ⊂ S∗, za
0 < α < 1.
Definicija 1.2.7. Funkcijata f(z) ∈ Ap velime deka pripag´a na
klasata povek´elisni vezdoliki funkcii od red α, 0 ≤ α <
p, i p = 1, 2, . . . ako
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> α, z ∈ D.
Ovaa klasa se oznaquva so S∗p (α). Za α = 0 se dobiva klasata
povek´elisni vezdoliki funkcii S∗p . Za α = 0 i p = 1 se
dobiva klasata vezdoliki funkcii S∗.
Dovolen uslov funkcijata f od oblik (1.1.1) da bide vo
klasata S∗p (α) e:
∞∑
n=1
(p+ n− α)|ap+n| ≤ p− α. (1.2.5)
Ponatamu, da zabeleime deka ovoj dovolen uslov e isto taka
i potreben za funkciite od oblik (1.1.1) so pozitivni i nega-
tivni koeficienti ([46]).
Rezultatot Re
[
1+ω(z)
1−ω(z)
]
> 0, z ∈ D, ako i samo ako ω(z) =
∞∑
n=1
cnz
n go zadovoluva neravenstvoto |ω(z)| < |z|, se koristi za
da se dobijat gornite ocenki za koeficientite.
Rezultati povrzani so parcijalnite sumi na funkcii od
oblik (1.1.1) se dadeni vo [1], [2] i [7].
So fk(z) ja oznaquvame nizata od parcijalni sumi na funkci-
jata f dadena so (1.1.1) i pri toa
fk(z) = z
p +
k∑
n=1
ap+nz
p+n.
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Teorema 1.2.8. Pretpostavuvame deka funkcijata f od oblik
(1.1.1) go zadovoluva uslovot (1.2.5) togax
Re
[
f(z)
fk(z)
]
≥ k + 1
k + p+ 1− α, (z ∈ D)
kade so fk ja oznaquvame k-tata parcijalna suma na f . Rezulta-
tot e najdobar moen za sekoe k, so ekstremalna funkcija
f(z) = zp − p− α
p+ n− αz
p+n.
Definicija 1.2.8. Funkcijata f(z) ∈ Ap velime deka pripag´a na
klasata povek´elisni silno vezdoliki funkcii od red α,
0 < α ≤ p, i p = 1, 2, . . . ako∣∣∣∣arg [zf ′(z)f(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 , z ∈ D.
Ovaa klasa se oznaquva so S˜p
∗
(α).
1.2.2. Ednolisni i povek´elisni konveksni funk-
cii, konveksni funkcii od red α
Najprvo k´e definirame konveksni funkcii i konveksni funkcii
od red α, a potoa i povek´elisni konveksni funkcii od red α,
povek´elisni silno konveksni funkcii od red α.
Definicija 1.2.9. Funkcijata f(z) ∈ S e konveksna vo D ako i
samo ako f(D) e konveksen domen, t.e.,
w1, w2 ∈ f (D) ⇒ tw1 + (1− t)w2 ∈ f (D) (1.2.6)
za sekoe t ∈ [0, 1].
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Klasata konveksni funkcii k´e ja oznaquvame so K.
Geometriski gledano, uslovot za konveksnost (1.2.6) povle-
kuva deka sekoja otseqka koja povrzuva dve toqki od f(D) pri-
pag´a na f(D).
Slednata teorema, qij dokaz moe da se najde vo [13], [15],
[49] i [53], dava analitiqka karakterizacija na konveksnosta.
Teorema 1.2.9. Ako f(z) ∈ A, togax slednite tvrdeǌa se ekvi-
valentni.
(i) f(z) ∈ K;
(ii) oblasta Fr = f (|z| < r) = {f(z) : z ∈ D} e konveksna za sekoe
r, 0 < r < 1;
(iii) Re
[
1 + zf
′′(z)
f ′(z)
]
> 0, z ∈ D;
(iv) zf ′(z) ∈ S∗.
Uslovot (ii) znaqi deka funkcijata arg
∂f(reiθ)
∂θ
e neopag´aqka
po promenlivata θ, 0 ≤ θ ≤ 2pi (pri fiksno r), dodeka analiti-
qkata interpretacija na ovoj fakt e dadena so (iii).
Od ekvivalencijata (i) ⇔ (iii), klasata konveksni funkcii
moe da ja definirame i so pomox na analitiqki izraz, kako
xto sleduva.
Definicija 1.2.10. Klasata
K =
{
f(z) ∈ A : Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> 0, z ∈ D
}
(1.2.7)
se narekuva klasa konveksni funkcii.
Dve vani svojstva na konveksnite funkcii se dadeni vo
slednata teorema dokaana od Strohhacker [61] vo 1933 godina.
Glava 1. Osnovni poimi od teoriite na ednolisnite i povek´elisnite funkcii 18
Teorema 1.2.10. Ako f(z) ∈ K, togax Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 1
2
, z ∈ D, i
Re
[
f(z)
z
]
> 1
2
, z ∈ D. Od ovde sleduva deka K ⊂ S∗ (1/2).
Obopxtuvaǌe na klasata konveksni funkcii imame vo sled-
nata definicija.
Definicija 1.2.11. Funkcijata f(z) ∈ A e konveksna od red
α, 0 ≤ α < 1 ako i samo ako
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α, z ∈ D.
Ovaa klasa k´e ja oznaquvame so K (α), 0 ≤ α < 1 . Oqigledno
K (0) = K i K (α) ⊂ K za 0 < α < 1.
Definicija 1.2.12. Funkcijata f(z) ∈ Ap e povek´elisna kon-
veksna od red α, 0 ≤ α < p i p = 1, 2, . . . ako
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α, z ∈ D.
Klasata povek´elisni konveksni funkcii od red α, 0 ≤ α <
p k´e ja oznaquvame so Kp(α). Za α = 0 se dobiva klasata
povek´elisni konveksni funkcii Kp. Za α = 0 i p = 1 se do-
biva klasata konveksni funkcii K.
Dovolen uslov funkcijata f od oblik (1.1.1) da bide vo
klasata Kp(α) e
∞∑
n=1
(p+ n)(p+ n− α)|ap+n| ≤ p(p− α). (1.2.8)
Ovoj dovolen uslov e isto taka i potreben za funkciite od ob-
lik (1.1.1) so pozitivni i negativni koeficienti (vidi [46]).
Vo prodolenie k´e bide daden rezultat povrzan so parcijal-
nata suma na funkcijata f so oblik (1.1.1) koja go zadovoluva
uslovot (1.2.8).
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Teorema 1.2.11. Ako funkcijata f od oblik (1.1.1) go zadovoluva
uslovot (1.2.8) togax
Re
[
f(z)
fk(z)
]
≥ (k + 1)(2p+ k + 1− α)
(p+ k + 1)(p+ k + 1− α) , (z ∈ D).
Rezultatot e najdobar moen za sekoe k, so ekstremalna funk-
cija
f(z) = zp − p(p− α)
(p+ n)(p+ n− α)z
p+n.
Definicija 1.2.13. Funkcijata f(z) ∈ Ap e povek´elisna silno
konveksna od red α, 0 < α ≤ p i p = 1, 2, . . . ako
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α, z ∈ D.
Ovaa klasa k´e ja oznaquvame so K˜p(α).
1.2.3. Blisku-do-konveksni funkcii, blisk-do-
konveksni funkcii od red α. Povek´elisni
blisku-do-konveksni funkcii od red α
Definicija 1.2.14. Funkcijata f(z) analitiqka na edineqniot
disk D e blisku-do-konveksna ako postoi konveksna funkcija
g(z) taka xto
Re
[
f ′(z)
g′(z)
]
> 0 (z ∈ D).
Klasata blisku-do-konveksni funkcii k´e ja oznaqime so C.
Klasata blisku-do-konveksni funkcii e vovedena od strana
na Kaplan vo 1952 godina, [24].
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Da zabeleime deka, sekoja vezdolika funkcija e blisku-
do-konveksna. Navistina, sekoja f ∈ S∗ ima oblik f(z) = zg′(z)
za g ∈ K, i
Re
[
f ′(z)
g′(z)
]
= Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 0.
Definicija 1.2.15. Funkcijata f(z) ∈ A velime deka e blisku-
do-konveksna od red α za sekoe z ∈ D, ako postoi funkcija g(z) ∈
S∗ taka xto
Re
[
zf ′(z)
g(z)
]
> α, (0 ≤ α < 1).
Klasata blisku-do-konveksni funkcii od red α k´e ja oz-
naqime so C(α). Vo prodolenie k´e napravime generalizacija
na klasata blisku-do-konveksni funkcii od red α so vovedu-
vaǌe na klasata povek´elisni blisku-do-konveksni funkcii od
red α koja k´e ja oznaqime so Cp(α).
Definicija 1.2.16. Funkcijata f(z) ∈ Ap velime deka pripag´a
na klasata povek´elisni bliski-do-konveksni funkcii od
red α, koja k´e ja oznaquvame so Cp(α), ako postoi funkcija g(z) ∈
S∗p (α) takva xto
Re
[
zf ′(z)
g(z)
]
> α, (0 ≤ α < p, p = 1, 2, . . . , z ∈ D).
Od g(z) = zp pripag´a na klasata S∗p dobivame deka funkci-
jata f(z) ∈ Ap za koja vai
Re
[
f ′(z)
zp−1
]
> α, (z ∈ D; 0 ≤ α < p, p = 1, 2, . . .)
pripag´a na klasata Cp(α).
Za povek´elisnite blisku-do-konveksni funkcii povek´e moe
da se najde vo [29] i [30].
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1.3. Klasata funkcii definirana od
Silverman
Analitiqkite reprezentacii na klasite na vezdoliki i kon-
veksni funkcii bile prouquvani od povek´e matematiqari koi
rabotat kompleksna analiza. Na primer Mocanu vo [37] ja
prouquval linearnata kombinacija od analitiqkata reprezen-
tacija na klasite konveksni i vezdoliki funkcii. Toj vo [35]
pokaal deka ako vai:
Re [α (1 + zf ′′(z)/f ′(z)) + (1− α)zf ′(z)/f(z)] > 0
za z ∈ D, togax f e vezdolika za α realno, i konveksna za
α ≥ 1. Silverman pak gi istrauval svojstvata na funkciite koi
se definirani kako koliqnik od analitiqkata reprezentacija
na konveksni i vezdoliki funkcii, 1+zf
′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z) . Poprecizno,
toj ja razgleduval klasata
Gb =
{
f ∈ A :
∣∣∣∣1 + zf ′′(z)/f ′(z)zf ′(z)/f(z) − 1
∣∣∣∣ < b, z ∈ D} ,
0 < b ≤ 1. Ovaa klasa bila prouquvana vo ([56, 41, 66, 67]).
Rezultati koi se dobieni od Silverman, a se odnesuvaat na ovaa
klasa se:
Teorema 1.3.12. Ako 0 < b ≤ 1 togax Gb ⊂ S∗
(
2/(1 +
√
1 + 8b)
)
.
Rezultatot e najdobar moen za sekoe b.
Ovaa teorema moe da se zapixe i vo slednata ekvivalentna
forma:
Teorema 1.3.13. Stavame b = (1 − α)/2α2, 1/2 ≤ α < 1. Togax
Gb ⊂ S∗(α), so ekstremalnata funkcija z/(1− z)2(1−α).
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Zabelexka 1.3.1. Vo ovaa teorema rezultatot ne e najdobriot
moen. Imeno, za funkcijata f(z) = z/(1 − z)2(1−α) imame f ∈
S∗(α), no f ∈ Gb za b = 12(1−α) > (1−α)2α2 (12 < α < 1). Ponatamu,
najdobar moen rezultat i drugi povrzani rezultati so ovie
k´e bidat dadeni vo Teorema 3.2.2., Teorema 3.2.3. i Teorema
3.2.4..
Posledica 1.3.1. G1 ⊂ S∗(1/2).
Posledica 1.3.2. Ako Re
[
zf ′(z)/f(z)
1+zf ′′(z)/f ′(z)
]
> 1/2 za z ∈ D, togax
f ∈ S∗(1/2).
Teorema 1.3.14. Ako f ∈ S∗(1/2), togax
∣∣∣1+zf ′′(z)/f ′(z)zf ′(z)/f(z) − 1∣∣∣ < 1 za
|z| < (2√3− 3)1/2 = 0.68 . . .. Rezultatot e najdobriot moen.
Teorema 1.3.15. Gb ⊂ K za b ≤
√
2/2.
Vo slednata posledica od Teorema 1.3.15. imame deka funk-
ciite od G1 se konveksni na diskot |z| <
√
2/2.
Posledica 1.3.3. Ako f ∈ Gb,
√
2/2 ≤ b ≤ 1, togax f e konveksna
na diskot |z| < √2/2b.
1.4. Nekoi metodi od teorijata na
ednolisnite funkcii
Osnovnite metodi vo geometriskata teorija na funkciite od
edna kompleksna promenliva se principot na ploxtina i kon-
turna integracija, parametarskiot metod, metodot na inte-
gralni pretstavuvaǌa, metodot na subordinacija, i t.n.. Tie
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se primenuvaat i vo teorijata na ednolisnite funkcii i vodat
do znaqajni rezultati. Vo ponovite istrauvaǌa vo teori-
jata na ednolisni funkcii vano mesto zavzema metodot na
diferencijalni subordinacii i metodot na diferencijalni
neravenki. Ovie metodi izobiluvaat so golem broj monosti,
i nekoi od niv se koristeni i vo ovaa doktorska disetacija.
Za teorijata na diferencijalni subordinacii znaqajni refe-
renci se [5] i [33].
Od tie dva metoda postar e metodot na diferencijalni ne-
ravenki. Eden od najznaqajnite rezultati koi se koristat vo
ovoj metod e lemata na Clunie-Jack.
Lema 1.4.1. [21] (lema na Clunie-Jack)Neka funkcijata ω(z) e ana-
litiqka i razliqna od konstanta na D, i neka ω (0) = 0. Ako
|ω(z)| go postignuva svojot maksimum na krunicata |z| = r < 1
vo toqkata z0, togax imame deka
z0ω
′ (z0)/ω (z0) = k ≥ 1.
Vo prodolenie k´e bide voveden metodot na subordinacii
i diferencijalni subordinacii.
Definicija 1.4.17. Ako f(z) i g(z) se analitiqki na D, togax
velime deka f(z) e subordinirana na g(z), i pixuvame
f(z) ≺ g(z), (1.4.9)
ako postoi funkcija ω(z) analitiqka na D taka xto ω (0) = 0,
|ω(z)| < 1, z ∈ D, i f(z) = g (ω(z)). Ako g(z) e ednolisna na D,
togax f(z) ≺ g(z) ako i samo ako f (0) = g (0) i f (D) ⊆ g (D).
Analitiqkite izrazi na vezdolikosta (1.2.4) i konveksnos-
ta (1.2.7) moe da se zapixat vo slednata ekvivalentna forma
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so pomox na subordinacii:
zf ′ (z)
f (z)
≺ 1 + z
1− z
i
1 +
zf ′′ (z)
f ′ (z)
≺ 1 + z
1− z
soodvetno.
Ako φ : C2 → C (C e kompleksnata ramnina) e analitiqka
funkcija so domen D ⊂ C2, ako h(z) e ednolisna na D i p(z) e
analitiqka na D so (p(z), zp′(z)) ∈ D koga z ∈ D, togax velime
deka p(z) zadovoluva diferencijalna subordinacija od prv
red ako
φ(p(z), zp′(z)) ≺ h(z). (1.4.10)
Ednolisnata funkcija q(z) se narekuva dominanta na diferen-
cijalnata subordinacija (1.4.10) ako p(z) ≺ q(z) za site p(z) za
koi vai (1.4.10). Ako q˜(z) e dominanta na (1.4.10) i q˜(z) ≺ q(z)
za site dominanti na (1.4.10), togax velime deka q˜(z) e najdo-
bra dominanta na diferencijalnata subordinacija (1.4.10).
Teorijata na diferencijalni subordinacii, kako i teorijata
na diferencijalni subordinacii od prv red bila vovedena od
S.S. Miller i P.T. Mocanu vo ([32]) i [34].
Na kraj, so slednata teorema, dadeni se osnovnite svojstva
na poimot subordinacija.
Teorema 1.4.16. Neka f(z) e analitiqka na D, g(z) ednolisna na
D, i neka f(z) ≺ g(z). Togax
(i) |f ′ (0)| ≤ |g′ (0)|;
(ii) f (|z| < r) ⊆ g (|z| < r), za sekoe r, 0 < r < 1;
(iii) max
|z|≤r
|f(z)| ≤ max
|z|≤r
|g(z)|.

Glava 2
Novi relacii pomeg´u nekoi
klasi povek´elisni funkcii
Ovaa glava sodri novi originalni rezultati dadeni vo
[26] i [27]. Tie rezultati se odnesuvaat na dobieni relacii
pomeg´u povek´elisni funkcii izrazeni so pomox na implikacii
vo koi se vkluqeni neravenstva, t.e., tie rezultati davaat
vrski pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funkcii.
2.1. Poznati rezultati za relacii pomeg´u
nekoi klasi povek´elisni funkcii
Vo ovaa sekcija k´e bidat navedeni vek´e postoeqki rezultati
koi davaat vrski pomeg´u nekoi klasi ednolisni i povek´elisni
funkcii.
Vo [12] e daden dovolen uslov funkcijata f(z) ∈ Ap da bide
povek´elisna blisku-do-konveksna. Toj rezultat e daden so sled-
26
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nata teorema:
Teorema 2.1.1. [12] Neka p e priroden broj, 0 ≤ α < p i neka
funkcijata f(z) ∈ Ap go zadovoluva neravenstvoto
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
>
(2p− 1)(p+ α) + 2α
2(p+ α)
, (z ∈ D).
Togax,
Re
[
f ′(z)
zp−1
]
>
p+ α
2
, (z ∈ D)
ili ekvivalentno, f(z) ∈ Cp
(
p+α
2
)
.
Vo istiot trud moe da se najde i sledniot rezultat vrz
osnova na koj bil dobien kriterium funkcijata f(z) ∈ Ap da
bide povek´elisna blisku-do-konveksna funkcija:
Teorema 2.1.2. [12] Neka p e priroden broj, 0 ≤ α < p i neka
funkcijata f(z) ∈ Ap go zadovoluva neravenstvoto
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
<
p(2p+ α + 1) + α
2p+ α
, (z ∈ D).
Togax, ∣∣∣∣f ′(z)zp−1 − p
∣∣∣∣ < p+ α, (z ∈ D).
Za α = 0 vo prethodnata teorema se dobiva slednata posle-
dica:
Posledica 2.1.1. [12] Neka p e priroden broj, 0 ≤ α < p i neka
funkcijata f(z) ∈ Ap go zadovoluva neravenstvoto
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
<
2p+ 1
2
, (z ∈ D).
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Togax, ∣∣∣∣f ′(z)zp−1 − p
∣∣∣∣ < p, (z ∈ D),
ili ekvivalentno f(z) ∈ Cp.
Klasiqen rezultat od Marx i Strohhc¨ker [31, 61] e deka kon-
veksnite funkcii imaat red na vezdolikost 1
2
, t.e., za f ∈ A
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> 0 (z ∈ D) ⇒ Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
>
1
2
(z ∈ D).
(2.1.1)
Funkcijata f(z) = z
1−z pokauva deka toj rezultat e naj-
dobriot moen, t.e., deka brojot 1
2
ne moe da se zameni so
pogolem. Ovoj rezultat vo [38] e imenuvan kako Marx-Strohhc¨ker
rezultat od tip I. Vo [39] e pokaano deka implikacijata (2.1.1)
ne e toqna za povek´elisni funkcii. Imeno, e pokaano deka,
ako p = 2, 3, . . ., togax postoi f ∈ Kp taka xto f ∈ S∗p , no f /∈ S∗p (α)
za site α > 0, t.e., postoi f ∈ Ap taka xto
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> 0 (z ∈ D)
i
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 0 (z ∈ D),
no
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> α (z0 ∈ D)
ne vai za sekoe α > 0. Vo [38] e dadeno proxiruvaǌe za 0 ≤ α <
p−1
2
na rezultatot na Srivastava i drugite [60] za p−1
2
≤ α < p vo
odnos na praxaǌeto: ako f(z) e povek´elisna konveksna funkcija
od red α vo D, p = 2, 3, . . . , 0 ≤ α < p, koj e redot β na povek´elisna
vezdolikost na funkcijata f(z)? Ova proxiruvaǌe vo [38]
ne e pokaano deka e najdobro mono. Analogen problem za
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klasata ednolisni funkcii e postaven od Jack vo [22]: Koj e
najgolemiot broj β = β(α) takov xto K(α) ⊂ S∗(β(α)). Koneqno,
vo [38] e dadena i generalizacija na klasiqniot Marx-Strohhc¨ker
rezultat ([31, 61]):
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
>
1
2
(z ∈ D) ⇒ Re
[
f(z)
z
]
>
1
2
(z ∈ D).
(2.1.2)
od klasata ednolisni kon klasata povek´elisni funkcii. Ovoj
rezultat vo [38] e nareqen Marx-Strohhc¨ker rezultat od tip II.
Najprvo k´e bide naveden Marx-Strohhc¨ker rezultat od tip I.
Teorema 2.1.3. Neka p ∈ N i 0 ≤ β < p. Isto taka neka
α ≡ α(β, p) =
 β −
1
2
(
β
p−β
)
(0 ≤ β < p
2
)
β − 1
2
(
p−β
β
)
(p
2
≤ β < p)
. (2.1.3)
Ako f ∈ Ap i
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α (z ∈ D),
togax
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β (z ∈ D) (2.1.4)
ili, ekvivalentno,
Kp(α(β, p)) ⊂ S∗p (β),
t.e., povek´elisnite konveksni funkcii od red α(β, p) vo D, imaat
β red na povek´elisna vezdolikost vo D.
Zabelexka 2.1.1. Sekoja od slednite zabelexki vredi da se
navedi.
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(i) Vrednosta na α(β, p) e dobro definirana, t.e., 0 ≤ α(β, p) <
p. Koga p = 1, toa moe direktno da se proveri. Koga
p ∈ N\{1}, sleduva od faktot deka α(β, p) e strogo rasteqka
funkcija po β na intervalot [0, p) (e pokaano vo dokazot
na Teorema 2.1.4. dadena podole). Zatoa, imame
0 = α(0, p) ≤ α(β, p) < lim
β→p
α(β, p) = β < p.
(ii) Za p = 1 i β = 1
2
vo Teorema 2.1.3., se dobiva α = 0, t.e., se
dobiva Marx-Strohhc¨ker rezultatot kako vo implikacijata
(2.1.1).
Teorema 2.1.3. moe da se zapixe vo slednata ekvivalentna
forma, koja go dava Marx-Strohhc¨ker rezultatot od tip I za pove-
k´elisni funkcii za sekoe α ∈ [0, p).
Teorema 2.1.4. Neka p ∈ N, 0 ≤ α < p i
β ≡ β(α, p) =

2(α+p)−1−
√
[2(α+p)−1]2−16αp
4
(0 ≤ α < p−1
2
)
2α−1+
√
(2α−1)2+8p
4
(p−1
2
≤ α < p)
. (2.1.5)
Ako f ∈ Ap i
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α (z ∈ D),
togax
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β (z ∈ D) (2.1.6)
ili, ekvivalentno,
Kp(α) ⊂ S∗p (β(α, p)),
t.e., povek´elisnite konveksni funkcii od red α imaat β(α, p) red
na povek´elisna vezdolikost.
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Zabelexka 2.1.2. Teorema 2.1.4. e proxiruvaǌe na najdobriot
moen rezultat dobien od Srivastava i drugite [60] koga 0 ≤ α <
p−1
2
. Avtorite na [38] ne uspeale da pokaat deka ova proxiru-
vaǌe e najdobroto mono. Pa, problemot za dobivaǌe na naj-
dobra mona verzija ostanuva otvoren problem.
Najdobriot moen Marx-Strohhc¨ker’s rezultat koga p−1
2
≤ α <
p e daden so Kp(α) ⊂ S∗p (β̂1(α, p)), za
β̂1(α, p) =
p
2F1(1, 2(p− α); p+ 1; 12)
; (2.1.7)
koga p = 1 i 0 ≤ α < 1, e daden za
β̂2(α) =
{
1−2α
22(1−α)−2 α 6= 12
1
2 ln 2
α = 1
2
(2.1.8)
dobieno od Wilken i Feng. So sporeduvaǌe na vrednostite na
β(α, p) dadeno so (2.1.5), β̂1(α, p) dadeno so (2.1.7), i β̂2(α) dadeno
so (2.1.8), koga p−1
2
≤ α < p se dobieni slednite posledici:
(i) Ako p = 1 i α = 0, togax
β̂1(0, 1) = β̂2(0) = β(0, 2) =
1
2
,
xto e Marx-Strohhc¨ker’s rezultatot (2.1.1);
(ii) Ako p = 1 i 0 < α < 1, togax
β̂1(α, 1) = β̂2(α) > β(α, 1);
(iii) Ako p ∈ N \ {1} i α = p−1
2
, togax
β(α, p) = β̂1(α, p) =
p
2
,
t.e., rezultatite se ekvivalentni;
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(iv) Ako p ≥ 2 i p−1
2
< α < p, togax
β(α, p) 6= β̂1(α, p),
t.e.,
β(α, p) < β̂1(α, p)
xto se doli na najdobriot moen rezultat za β̂1(α, p).
Vo prodolenie k´e bide navedena generalizacija na im-
plikacijata (2.1.2) za povek´elisni funkcii koga p e koj bilo
pozitiven cel broj, t.e., k´e bide naveden spomenatiot Marx-
Strohhc¨ker rezultat od tip II.
Teorema 2.1.5. [38] Neka p ∈ N, 0 < γ < 1 i
β ≡ β(γ, p) =
 p−
1
2
(
γ
1−γ
)
(0 < γ < 1
2
)
p− 1
2
(
1−γ
γ
)
(1
2
≤ γ < 1)
. (2.1.9)
Ako f ∈ Ap i
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β (z ∈ D),
togax
Re
[
f(z)
zp
]
> γ (z ∈ D). (2.1.10)
Zabelexka 2.1.3. Vrednosta β(γ, p) e dobro definirana, t.e.,
0 ≤ β(γ, p) < p. Istoto moe da se proveri koristejk´i go faktot
deka, za 0 < γ < 1, imame
1
2(1− γ) >
1
2
i
1
2γ
>
1
2
.
Glava 2. Novi relacii pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funkcii 33
Funkcijata β(γ, p) vo odnos na promenlivata γ, e neprekinata
na (0, 1) i ja ima istata graniqna vrednost vo krajnite toqki
na intervalot:
lim
γ→0+
β(γ, p) = lim
γ→1−
β(γ, p) = p.
Isto taka, od
∂
∂γ
β(γ, p) =
{
− 1
2(1−γ)2 (0 < γ <
1
2
)
1
2γ2
(1
2
< γ < 1)
,
se dobiva deka β(γ, p) e strogo monotono opag´aqka funkcija po
promenlivata γ na intervalot (0, 1
2
) i strogo monotono rasteqka
na intervalot (1
2
, 1). Zatoa, za inverznata funkcija na β(γ, p)
(vo odnos na promenlivata γ) postojat dva izbora: 2(p−β)
1+2(p−β) (koj
odgovara na 0 < γ < 1
2
) i 1
1+2(p−β) (koj odgovara na
1
2
< γ < 1).
Bidejk´i interesot e za onoj koj dava pogolema vrednost, za in-
verzna funkcija e izbrana taa xto odgovara za 1
2
< γ < 1 i
dava vrednosti vo intervalot (1
2
, 1), namesto drugata xto dava
vrednosti vo (0, 1
2
), t.e.,
γ(β, p) ≡ β−1(γ, p) = 1
1 + 2(p− β) ,
so domen (p− 1
2
, p) za promenlivata β.
Vo prodolenie k´e bide navedena teorema t.e., k´e bide nave-
dena prerabotka na Teorema 2.1.5. dadena so slednata forma:
Teorema 2.1.6. [38] Neka p ∈ N, p− 1
2
≤ β < p i
γ ≡ γ(β, p) = 1
1 + 2(p− β) .
Ako f ∈ Ap i
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Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β (z ∈ D),
togax
Re
[
f(z)
zp
]
> γ (z ∈ D).
Stavajk´i p = 1 vo Teorema 2.1.5. i Teorema 2.1.6., e dobiena
slednata posledica:
Posledica 2.1.2. Neka f ∈ A. Togax slednite tvrdeǌa se toqni.
(i) Ako 0 < γ < 1, togax
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
>
{
3
2
− 1
2(1−γ) (0 < γ <
1
2
)
3
2
− 1
2γ
(1
2
≤ γ < 1)
⇒ Re
[
f(z)
z
]
> γ.
(ii) Ako 1
2
≤ β < 1, togax
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β ⇒ Re
[
f(z)
z
]
>
1
3− 2β .
Site gore navedeni neravenstva odgovaraat na celiot ediniqen
disk D.
Zabelexka 2.1.4. Sekoja od slednite zabelexki e dostojna za
spomenuvaǌe.
(i) Za γ = 1
2
vo prethodnata Posledica, se dobiva β = 1
2
, xto e
dobro poznatiot Marx-Strohhc¨ker rezultat (2.1.2). Istiot
zakluqok sleduva za β = 1
2
vo prethodnata Posledica.
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(ii) Srivastava i drugite vo [60] ja istrauvale funkcijata f ∈
Ap xto go zadovoluva sledniot uslov:
(1−λ)
(
zf (j)(z)
f (j−1)(z)
)
+λ
(
1 +
zf (j+1)(z)
f (j)(z)
)
≺ (p− j+ 1)
(
1 + Az
1 +Bz
)
(1 ≤ j ≤ p; −1 ≤ B < A ≤ 1).
Vsuxnost Srivastava i drugite vo [60] go dobivaat nivniot
rezultat preku (
f (j−1)(z)
zp−j+1
)ν
,
no samo koga λ > 0 (vidi [[60], str.332, Teorema 5]). Za-
toa za j = A = −B = ν = 1, prethodno navedenite re-
zultati povrzani so Marx-Strohhc¨ker rezultatot od tip II
pretstavuvaat proxiruvaǌe na onie dadeni vo [60].
Teorema 2.1.6. koga k´e se kombinira so gore spomenatiot
najdobar moen rezultat na Srivastava i drugite [60] ja impli-
cira slednata teorema.
Teorema 2.1.7. Neka p ∈ N i p−1
2
≤ α < p. Pretpostavuvame isto
taka deka
β ≡ β̂1(α, p) = p
2F1(1, 2(p− α); p+ 1; 12)
≥ p− 1
2
i
γ ≡ γ(β, p) = 1
1 + 2(p− β) .
Ako f ∈ Ap, togax
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
]
> α⇒ Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> β ⇒ Re
[
f(z)
zp
]
> γ.
Site prethodni neravenstva ostanuvaat toqni na celiot edi-
niqen disk D.
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Vo [20] se dadeni teoremi koi sodrat neravenstva za po-
vek´elisni funkcii. Od niv dobieni se posledici koi se dadeni
vo prodolenie. Posledicite sodrat neravenstva vo koi se
vkluqeni povek´elisni funkcii.
Posledica 2.1.3. [20] Neka za f ∈ Ap, vai neravenstvoto
Re
[
zf ′(z)
f(z)
− p
]
<
1
2
, (z ∈ D; p ∈ N),
togax, ∣∣∣∣f(z)zp − 1
∣∣∣∣ < 1, (z ∈ D; p ∈ N).
Posledica 2.1.4. [20] Ako za f(z) ∈ Ap, vai neravenstvoto
Re
[
1 + z
(
f ′′(z)
f ′(z)
− f
′(z)
f(z)
)]
<
1
2
, (z ∈ D; p ∈ N),
togax f(z) ∈ S∗p i∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − p
∣∣∣∣ < p, (z ∈ D; p ∈ N).
Ponatamu,
Posledica 2.1.5. [20] Ako za f(z) ∈ Ap, vai neravenstvoto
Re
[
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
− p
]
<
1
2
, (z ∈ D; p ∈ N),
togax f(z) ∈ Cp i∣∣∣∣f ′(z)zp−1 − p
∣∣∣∣ < p, (z ∈ D; p ∈ N).
Posledica 2.1.6. [20] Ako za f(z) ∈ Ap, vai neravenstvoto
Re
[
1 + z
(
f ′′′(z)
f ′′(z)
− f
′′(z)
f ′(z)
)]
<
1
2
, (z ∈ D; p ∈ N),
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togax f(z) ∈ Kp i∣∣∣∣1 + zf ′′(z)f ′(z) − p
∣∣∣∣ < p− 1, (z ∈ D; p ∈ N− {1}).
Poslednite tri posledici davaat kriteriumi funkcijata
f(z) ∈ Ap, da bide povek´elisna vezdolika, povek´elisna blisku-
do-konveksna i povek´elisna konveksna funkcija, soodvetno.
Vo 1947, Robinson [52] go dokaal sledniot rezultat koj
sodri neravenstva koi vaat za analitiqki funkcii:
Teorema 2.1.8. [52] Neka S(z) i T (z) se analitiqki na D, i neka
Re
[
zS′(z)
S(z)
]
> 0, (z ∈ D). Ako
∣∣∣T ′(z)S′(z) ∣∣∣ < 1(z ∈ D) i T (0) = 0, togax∣∣∣T (z)S(z) ∣∣∣ < 1(z ∈ D).
Vo [42] e dadeno prodobruvaǌe i obopxtuvaǌe na prethod-
nata teorema za funkcii koi pripag´aat na Ap, t.e., bila dadena
slednata teorema:
Teorema 2.1.9. [42] Neka S(z) ∈ Am, T (z) ∈ An so p = n −m ≥ 1.
Neka za S(z) vai Re
[
S(z)
zS′(z)
]
> α, (0 ≤ α < 1/m). Ako
∣∣∣T ′(z)S′(z) ∣∣∣ <
(1 + pα)|z|p−1(z ∈ D), togax
∣∣∣T (z)S(z) ∣∣∣ < |z|p−1(z ∈ D).
Vo [42] e daden i sledniot rezultat za funkcii od Ap.
Teorema 2.1.10. [42] Neka S(z) ∈ Am, T (z) ∈ An so p = n − m ≥
1. Neka za S(z) vai Re
[
S(z)
zS′(z)
]
> α, (0 ≤ α < 1/m) i −α
p
<
Im
[
S(z)
zS′(z)
]
≤ α
p
, (0 ≤ α < 1/m). Ako
Re
[
T ′(z)
zpS ′(z)
]
> 0 (z ∈ D),
togax
Re
[
T (z)
zpS(z)
]
> 0 (z ∈ D).
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Ponatamu, interesni rezultati koi vkluquvaat neraven-
stva za povek´elisni funkcii moat da se najdat vo [44] i [45].
Rezultati pak povrzani so ocena na argumentot moat da
se najdat vo statii na Cho (vidi [6]-[10]).
2.2. Relacii pomeg´u nekoi klasi
povek´elisni funkcii
Ovaa sekcija od doktorskata disertacija sodri originalni
rezultati od istrauvaǌata na vrskite pomeg´u nekoi klasi
povek´elisni funkcii. Rezultatite se publikuvani vo tru-
dovite [26] i [27]. Rezultatite od [27] se proxiruvaǌe na
rezultatite od [26].
Na poqetokot k´e bide daden dovolen uslov koga∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
implicira ∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D).
Potoa k´e bide naveden dovolen uslov koga∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D)
implicira ∣∣∣∣arg zf (p−1)(z)f (p−2)(z)
∣∣∣∣ < βp−1pi2 (z ∈ D),
i na kraj dovolen uslov koga∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
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implicira ∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D).
Za dobivaǌe na rezultatite k´e se koristi sledniot rezul-
tat od teorijata na diferencijalni subordinacii od prv red.
Lema 2.1 (Theorem 2.3i(i) [33]) Neka Ω ⊂ C i pretpostavuvame
deka funkcijata ψ : C2 × D→ C zadovoluva ψ(ix, y; z) /∈ Ω za site
x ∈ R, y ≤ −(1+x2)/2, i z ∈ D. Ako q ∈ H[1, 1] i ψ(q(z), zq′(z); z) ∈ Ω
za site z ∈ D, togax Re q(z) > 0, z ∈ D.
Najprvo k´e bide navedena teorema koja k´e se koristi vo
dokazot na teoremata koja k´e bide navedena vo ovaa sekcija, a
dava vrska pomeg´u neravenstvata∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
i ∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D).
Teorema 2.2.11. Neka f ∈ Ap, p ≥ 2, 0 < βp ≤ 1 i pretpostavu-
vame deka f (k)(z) 6= 0 za site z ∈ D\{0} i za site pozitivni celi
broevi k. Ako
α ≡ α(βp) = arctg
[
βp
1− βp ·
(
1− βp
1 + βp
)(1+βp)/2
+ tg
βppi
2
]
,
togax: ∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
implicira ∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D).
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Dokaz. Neka izbereme qβp(z) = zf
(p)(z)
f (p−1)(z) . Togax imame
z
[
qβp(z)
]′
qβp(z)
=
zβpq
βp−1(z)q′(z)
qβp(z)
= 1 +
zf (p+1)(z)
f (p)(z)
− qβp(z)
i
1 +
zf (p+1)(z)
f (p)(z)
=
zβpq
′(z)
q(z)
+ qβp(z).
Ponatamu, za funkcijata
ψ(r, s; z) = βp · s
r
+ rβp ,
imame
ψ(q(z), zq′(z); z) = βp · zq
′(z)
q(z)
+ qβp(z) ∈ Ω ≡
{
ω : | argω| < αpi
2
}
,
t.e.,
| argψ(q(z), zq′(z); z)| < αpi
2
(z ∈ D).
Od Lema 2.1 dobivame deka za da pokaeme∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D)
dovolno e da pokaeme deka
ψ(ix, y; z) = βp · y
ix
+ (ix)βp = −βp · y
x
· i+ (ix)βp /∈ Ω
za site realni x, y ≤ −1+x2
2
(n = 1 vo Lema 2.1) i za site z ∈ D.
Za x > 0 imame
0 < argψ(ix, y; z) = arctg
[
−βp yx + xβp sin βppi2
xβp cos βppi
2
]
=
= arctg
[
−βp yx
xβp cos βppi
2
+ tg
βppi
2
]
≤ arctg
[
βp · 1+x22x
xβp cos βppi
2
+ tg
βppi
2
]
= arctg
[
βp · (1 + x2)
2xβp+1 cos βppi
2
+ tg
βppi
2
]
≡ ϕ(x).
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Sliqno, za x < 0,
| argψ(ix, y; z)| = arg
(
−βp · y|x| · i+ (i|x|)
βp
)
= ϕ(|x|).
Lesno e da se proveri deka funkcijata ϕ(x), na intervalot
(0,+∞), ja postignuva nejzinata minimalna vrednost za x∗ =√
1+βp
1−βp , t.e.,
inf
{
| argψ(ix, y; z)| : x, y ∈ R, x 6= 0, y ≤ −1 + x
2
2
}
= ϕ(x∗) = α(βp).
Za x = 0 imame
lim
|x|→0
|argψ(ix, y; z)| = lim
x→0+
ϕ(x) =
pi
2
≥ α(βp).
So ovaa go zavrxuvame dokazot deka ψ(ix, y; z) /∈ Ω za site re-
alni x, y ≤ −1+x2
2
. 2
Ponatamu k´e pokaeme deka vai implikacijata:∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf (p−1)(z)f (p−2)(z)
∣∣∣∣ < βp−1pi2 (z ∈ D).
Taa isto k´e bide iskoristena za dobivaǌe na teoremata
koja dava relacii pomeg´u neravenstvata∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
i ∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D).
Teorema 2.2.12. Neka f ∈ Ap, p ≥ 2, 0 < βp−1 ≤ 1 i neka f (k)(z) 6= 0
za site z ∈ D \ {0} i site pozitivni celi broevi k. Ako x∗ e
pogolemoto, od dvete pozitivni rexenija na ravenkata
2xβp−1+1 sin
βp−1pi
2
+
(
βp−1x2 + βp−1 − x2 + 1
)
xβp−1 cos
βp−1pi
2
+x2−1 = 0,
Glava 2. Novi relacii pomeg´u nekoi klasi povek´elisni funkcii 42
i ako
βp = βp(βp−1) ≡ arcctg[h(x∗)]
kade
h(x) ≡ −1 + x
βp−1 cos βp−1pi
2
βp−1 1+x
2
2x
+ xβp−1 sin βp−1pi
2
,
togax vai slednata implikacija:∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf (p−1)(z)f (p−2)(z)
∣∣∣∣ < βp−1pi2 (z ∈ D).
(2.2.11)
Dokaz.
Izbirame qβp−1(z) = zf
(p−1)(z)
f (p−2)(z) . Togax imame
z
[
qβp−1(z)
]′
qβp−1(z)
=
zβp−1qβp−1−1(z)q′(z)
qβp−1(z)
= 1 +
zf (p)(z)
f (p−1)(z)
− qβp−1(z),
t.e.,
zf (p)(z)
f (p−1)(z)
=
zβp−1q′(z)
q(z)
+ qβp−1(z)− 1.
Ponatamu, za funkcijata
ψ(r, s; z) = βp−1 · s
r
+ rβp−1 − 1,
imame
ψ(q(z), zq′(z); z) = βp−1 · zq
′(z)
q(z)
+ qβp−1(z)− 1 ∈ Ω ≡
≡
{
ω : | argω| < βppi
2
}
,
t.e.,
| argψ(q(z), zq′(z); z)| < βppi
2
(z ∈ D).
Od Lema 2.1 dobivame deka za da pokaeme∣∣∣∣arg zf (p−1)(z)f (p−2)(z)
∣∣∣∣ < βp−1pi2 (z ∈ D)
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dovolno e da pokaeme deka
ψ(ix, y; z) = βp−1 · y
ix
+ (ix)βp−1 − 1 = −βp−1 · y
x
· i+ (ix)βp−1 − 1 /∈ Ω
za site realni x, y ≤ −1+x2
2
(n = 1 vo Lema 2.1) i za site z ∈ D.
Koga x > 0 imame
ctg [argψ(ix, y; z)] =
−1 + xβp−1 cos βp−1pi
2
−βp−1 yx + xβp−1 sin βp−1pi2
≤ h(x).
Sliqno, za x < 0,
|ctg [argψ(ix, y; z)]| =
=
∣∣∣∣ctg [arg(−βp−1 · y|x| · i+ (i|x|)βp−1 − 1
)]∣∣∣∣ ≤
≤ h(|x|).
Ponatamu, h(x) e neprekinata na (0,+∞), h(0) = 0, lim
x→+∞
h(x) > 0
i od
h′(x) =
2βp−1[2xβp−1+1 sin(βp−1pi/2)+(βp−1x2+βp−1−x2+1)xβp−1 cos(βp−1pi/2)+x2−1]
(2xβp−1+1 sin(βp−1pi/2)+βp−1x2+βp−1)
2 ,
dobivame h′(0) < 0 i lim
x→+∞
h′(x) > 0. Zatoa, h(x) ima barem eden
lokalen minimum i barem eden lokalen maksimum na (0,+∞).
Od druga strana, broitelot na h(x) e rasteqka funkcija na
(0,+∞), a nejziniot imenitel e konveksna funkcija na (0,+∞).
Zatoa, h(x) ima toqno eden lokalen minimum (vo toqkata x∗∗) i
toqno eden lokalen maksimum (vo toqkata x∗ > x∗∗) na (0,+∞).
Pa,
sup
{
| argψ(ix, y; z)| : x > 0, y ≤ −1 + x
2
2
}
= arcctg[h(x∗)] = βp(βp−1).
Na ist naqin moeme da pokaeme toqnost i za x < 0.
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Za x = 0 imame
lim
|x|→0
|argψ(ix, y; z)| = lim
x→0+
arcctg[h(x)] =
pi
2
≥ βp(βp−1).
So toa go kompletirame dokazot na teoremata. 2
Vrz osnova na prethodnite dve teoremi dobieni se rezulta-
tite vo [27], t.e., dobieni se teoremata i posledicata navedeni
vo prodolenie:
Teorema 2.2.13. Neka f ∈ Ap, p ≥ 2, 0 < βk−1 ≤ 1, 2 ≤ k ≤ p, k e
cel broj, i neka pretpostavime deka f (m)(z) 6= 0 za site z ∈ D\{0}
i za site pozitivni celi broevi m. Ako nizata βk, (k = 1, 2, ..., p)
e takva xto β1 = β i
βk = βk(βk−1) ≡ arcctg
−1 + xβk−1∗ cos βk−1pi2
βk−1
1+x2∗
2x∗ + x
βk−1∗ sin
βk−1pi
2
, k = 2, 3, ...., p,
kade x∗ e pogolemoto od dvete pozitivni rexenija na ravenkata:
2xβk−1+1 sin
βk−1pi
2
+
(
βk−1x2 + βk−1 − x2 + 1
)
xβk−1 cos
βk−1pi
2
+x2−1 = 0,
i
α ≡ α(βp) = arctg
[
βp
1− βp ·
(
1− βp
1 + βp
)(1+βp)/2
+ tg
βppi
2
]
,
togax vai slednata implikacija:∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D).
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Dokaz. Najprvo k´e pokaeme deka∣∣∣∣arg zf ′′(z)f ′(z)
∣∣∣∣ < β2pi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < β1pi2 (z ∈ D).
Izbirame qβ1(z) = zf
′(z)
f(z)
. Pa, imame
z[qβ1(z)]′
qβ1(z)
=
zβ1q
β1−1(z)q′(z)
qβ1(z)
= 1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
− qβ1(z)
t.e.
zf ′′(z)
f ′(z)
=
zβ1q
′(z)
q(z)
+ qβ1(z)− 1.
Ponatamu, za funkcijata
ψ(r, s; z) = β1
s
r
+ rβ1 − 1
imame
ψ(q(z), zq′(z); z) = β1
zq′(z)
q(z)
+ qβ1(z)− 1 ∈ Ω ≡ {ω : | argω| < β2pi
2
},
t.e.,
| argψ(q(z), zq′(z); z)| < β2pi
2
(z ∈ D).
Od Lema 2.1, za da pokaeme deka∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < β1pi2 (z ∈ D),
dovolno e da pokaeme deka
ψ(ix, y; z) = −β1 · y
x
· i+ (ix)β1 − 1 /∈ Ω
za site realni x, y ≤ −1+x2
2
(n = 1 vo Lema 2.1) i za site z ∈ D.
Za x > 0 imame
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ctg [argψ(ix, y; z)] =
−1 + xβ1 cos β1pi
2
−β1 yx + xβ1 sin β1pi2
≤ h(x),
h(x) ≡ −1 + x
β1 cos β1pi
2
β1
1+x2
2x
+ xβ1 sin β1pi
2
.
Sliqno, za x < 0,
|ctg [argψ(ix, y; z)]| =
∣∣∣∣ctg [arg(−β1 · y|x| · i+ (i|x|)β1 − 1
)]∣∣∣∣ ≤ h(|x|).
Funkcijata h(x) e neprekinata na (0,+∞), h(0) = 0, lim
x→+∞
h(x) >
0, h′(0) < 0 i lim
x→+∞
h′(x) > 0. Uxte povek´e, h(x) ima toqno eden
lokalen minimum (vo toqkata x∗∗) i toqno eden lokalen maksi-
mum (vo toqkata x∗ > x∗∗) na (0,+∞) (objasneto vo [26]). Pa,
sup
{
| argψ(ix, y; z)| : x > 0, y ≤ −1 + x
2
2
}
= arcctg[h(x∗)] = β2(β1),
kade β1 ≡ β.
Na sliqen naqin moeme da pokaeme deka istoto vai i
za x < 0.
Za x = 0 imame
lim
|x|→0
|argψ(ix, y; z)| = lim
x→0+
arcctg[h(x)] =
pi
2
≥ β2(β1).
Togax
∣∣∣∣arg zf ′′(z)f ′(z)
∣∣∣∣ < β2pi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < β1pi2 (z ∈ D).
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Ponatamu, za da gi pokaeme implikaciite:∣∣∣∣arg zf (t)(z)f (t−1)(z)
∣∣∣∣ < βtpi2 (z ∈ D) ⇒
⇒
∣∣∣∣arg zf (t−1)(z)f (t−2)(z)
∣∣∣∣ < βt−1pi2 (z ∈ D), 3 ≤ t ≤ p,
kako prethodno, izbirame
qβt−1(z) =
zf t−1(z)
f t−2(z)
, 3 ≤ t ≤ p.
Primenuvajk´i go istiot dokaz kako za implikacijata (2.2.11),
so iteracija dobivame:
ψ(ix, y; z) = −βt−1 · y
x
· i+ (ix)βt−1 − 1 /∈ Ω, t = 3, ...., p,
za site realni x, y ≤ −1+x2
2
(n = 1 vo Lema 2.1), za site z ∈ D, i
βt = βt(βt−1) ≡ arcctg
−1 + xβt−1∗ cos βt−1pi2
βt−1
1+x2∗
2x∗ + x
βt−1∗ sin
βt−1pi
2
,
t = 3, ...., p. Sledstveno, slednoto vai
∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D).
Deka vai implikacijata
∣∣∣∣arg [1 + zf (p+1)(z)f (p)(z)
]∣∣∣∣ < αpi2 (z ∈ D)
⇒
∣∣∣∣arg zf (p)(z)f (p−1)(z)
∣∣∣∣ < βppi2 (z ∈ D)
e pokaano vo Teorema 2.2.11..
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So ova go zavrxuvame dokazot na teoremata. 2
Za p = 2 ja dobivame slednata posledica:
Posledica 2.2.7. Neka f ∈ A2, 0 < β1 ≤ 1, i neka f ′(z) 6= 0 za
site z ∈ D \ {0}. Sega, neka β1 = β i
β2 = β2(β1) ≡ arcctg
−1 + xβ1∗ cos β1pi2
β1
1+x2∗
2x∗ + x
β1∗ sin β1pi2
,
kade x∗ e pogolemoto od dvete pozitivni rexenija na ravenkata
2xβ1+1 sin
β1pi
2
+
(
β1x
2 + β1 − x2 + 1
)
xβ1 cos
β1pi
2
+ x2 − 1 = 0.
Togax vai slednata implikacija:∣∣∣∣arg zf ′′(z)f ′(z)
∣∣∣∣ < β2pi2 (z ∈ D) ⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < β1pi2 (z ∈ D).

Glava 3
Rezultat na Silverman prenesen
od klasata ednolisni na klasata
povek´elisni funkcii
Vo ovaa glava k´e bide definirana klasa na povek´elisni
funkcii zadadena kako koliqnik od analitiqkite reprezen-
tacii na koveksnosta i vezdolikosta koja pretstavuva proxi-
ruvaǌe na klasata definirana na sliqen naqin za ednolis-
nite funkcii i k´e bidat prezentirani novi rezultati, koi se
proxiruvaǌe na postoeqkite za ednolisnite funkcii. Rezul-
tatite se dadeni vo trudot [25].
3.1. Klasata S∗[A,B]
Klasata S∗[A,B] za proizvolni fiksirani broevi A i B, −1 ≤
B < A ≤ 1, se sostoi od funkcii f (z) ∈ A takvi xto
zf ′ (z)
f (z)
≺ 1 + Az
1 +Bz
.
50
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Geometriski, ova znaqi deka zf
′(z)
f(z)
go preslikuva edineqniot
disk D vo otvoren disk centriran na realnata oska so krajni
toqki na dijametarot (1 − A)/(1 − B) i (1 + A)/(1 + B). Zatoa,
klasata S∗[A,B] e podklasa na klasata S∗ od ednolisni funkcii
koi se vezdoliki vo odnos na nulata.
Klasata S∗[A,B] vovedena e od strana na Janowski vo trudot
[23] i zatoa e poznata kako klasa vezdoliki funkcii od tip
na Janowski.
So specijalen izbor za A i B gi dobivame slednite klasi:
• klasata vezdoliki funkcii od red α, 0 ≤ α < 1 : S∗(α) ≡
S∗[1− 2α,−1];
• S∗[α,−α] (0 < α ≤ 1) - klasata funkcii f(z) ∈ A za koi
vai: ∣∣∣∣(zf ′ (z)f (z) − 1
)/(
zf ′ (z)
f (z)
+ 1
)∣∣∣∣ < α, z ∈ D.
Ovaa klasa e prouquvana od K.S. Padmanabhan vo [47].
Za α = 1 se dobiva klasata vezdoliki funkcii: S∗ =
S∗[1,−1] = S∗(0) so analitiqka reprezentacija
Re
[
zf ′(z)
f(z)
]
> 0, z ∈ D;
• S∗
(
b2−a2+a
b
, 1−a
b
)
(a+ b ≥ 1, b ≤ a ≤ b+ 1) - klasata funkcii
f(z) ∈ A za koi vai:∣∣∣∣zf ′ (z)f (z) − a
∣∣∣∣ < b, z ∈ D.
Ovaa klasa e prouquvana od H. Silverman vo [55];
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• S∗[α, 0], 0 < α ≤ 1 - klasa definirana so∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − 1
∣∣∣∣ < α, z ∈ D;
za α = 1 se dobiva klasata S∗[1, 0] koja bila prouquvana
od R. Singh vo [57].
Da zabeleime deka S∗[A,B] ⊂ S∗ ((1− A)/(1−B)).
3.2. Nekoi rezultati povrzani so klasata na
Silverman
Vo ovaa sekcija k´e bidat navedeni vek´e postoeqki rezultati za
klasata na Silverman.
Vo negoviot trud [54] Silverman gi prouquval svojstvata
na klasata od funkcii definirani kako koliqnik od anali-
tiqkata reprezentacija na konveksnosta i vezdolikosta.
Vo [66] Tuneski pak dobil dovolen uslov funkcijata f(z) ∈
Gb da pripag´a na klasata S∗[A,B] i na nejzinite potklasi.
Vo prodolenie k´e bidat navedeni nekoi od rezultatite od
[66].
Teorema 3.2.1. [66] Neka f (z) ∈ A i neka A i B se takvi xto
−1 ≤ B < A ≤ 1. Ako
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
≺ 1 + (A−B)z
(1 + Az)2
≡ h(z)
togax f(z) ∈ S∗[A,B]. Rezultatot e najdobriot moen.
Vo soglasnost so definicijata za subordinacija toa xto
rezultatot vo prethodnata teorema e najdobriot moen znaqi
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deka h(D) e najgolemata oblast vo kompleksnata ramnina so
svojstvo:
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
∈ h(D) (z ∈ D) ⇒ f(z) ∈ S∗[A,B].
Za A = 1 vo prethodnata teorema se dobiva:
Posledica 3.2.1. [66] Neka f (z) ∈ A i neka −1 ≤ B < 1. Ako
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
∈ C \
[
5−B
4
,∞
)
≡ C \
{
x : x ≥ 5−B
4
}
za site z ∈ D togax f(z) ∈ S∗[1, B]. Rezultatot e najdobriot
moen.
Toa xto rezultatot vo prethodnata posledica e najdobriot
moen znaqi deka C\[5−B
4
,∞) e najgolemata oblast vo kompleks-
nata ramnina so navedenoto svojstvo.
Teoremata 3.2.1. ovozmouva da se dojde do slednata posle-
dica za klasata Gb.
Posledica 3.2.2. [66] Neka A i B se takvi xto −1 ≤ B < A ≤ 1.
Togax Gb ⊂ S∗[A,B] kade b = A−B(1+|A|)2 . Za A 6= 0 rezultatot e
najdobriot moen.
Vo prodolenie k´e bide daden primer koj sodri konkretni
zakluqoci koi moat da se dobijat od rezultatite navedeni
prethodno.
Primer 3.1 So specificiraǌe na vrednosti za A i B imame:
(i) Ako f(z) ∈ A i 1+zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z) ∈ C \
[
3
2
,∞) za site z ∈ D togax
f(z) ∈ S∗. (B = −1 vo Posledica 3.2.1.);
(ii) Gb = S∗[0,−b] za 0 < b ≤ 1. (A = 0 i B = −b vo Posledica
3.2.2.);
Glava 3. Rezultat na Silverman prenesen od klasata ednolisni na klasata
povek´elisni funkcii 54
(iii) Gb ⊂ S∗[b/(1− b), 0] za 0 < b ≤ 1, t.e., ako f(z) ∈ Gb togax∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − 1
∣∣∣∣ < b1− b
za site z ∈ D.
Slednite rezultati davaat vrski pomeg´u klasata na Silver-
man i nekoi ostanati klasi funkcii.
Vo ([41]) dadeni se podobri kako i novi rezultati povrzani
so rezultati prethodno dobieni od Silverman. Tie se nave-
deni vo prodolenie. Teorema koja e soodvetna na Teoremata
1.3.12., t.e., Teoremata 1.3.13. i dava najdobar moen rezultat
e slednata:
Teorema 3.2.2. Neka f ∈ Gb, 0 < b ≤ 1. Togax zf ′(z)f(z) ≺ 11+bz i
rezultatot e najdobriot moen kako xto pokauva funkci-
jata z
1+bz
.
Zabelexka 3.2.1. Funkcijata 1/(1 + bz) go preslikuva edineq-
niot disk D vo disk so dijametralno krajni toqki 1/(1 + b) i
1/(1− b), pa od prethodnata teorema imame
f ∈ Gb ⇒ f ∈ S∗ (1/(1 + b)) , 0 < b ≤ 1.
No, od Teorema 1.3.12. imame
f ∈ Gb ⇒ f ∈ S∗
(
2/(1 +
√
1 + 8b)
)
i od 1/(1 + b) ≥ 2/(1 +√1 + 8b) za 0 < b ≤ 1, taka xto ednakvost
vai samo za b = 1, se zakluquva deka rezultatot od poslednata
teorema e podobriot.
Teorema 3.2.3. Ako f ∈ G1/2 togax z (zf ′(z/f(z)) e ednolisna na
D.
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Drug vid na rezultat e daden so slednata teorema:
Teorema 3.2.4. Neka f ∈ A. Ako
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
≺ 1 + 2z
(1 + z)2
≡ h(z),
togax
zf ′(z)
f(z)
≺ 1 + z
1− z ,
t.e., f ∈ S∗(≡ S∗(0)).
Od h(D) = C\[3/2,+∞) bile dobieni slednite dve posledici:
Posledica 3.2.3. Neka f ∈ A i neka
∣∣∣1+zf ′′(z)/f ′(z)zf ′(z)/f(z) ∣∣∣ < 32 , z ∈ D.
Togax f ∈ S∗.
Posledica 3.2.4. Neka f ∈ A. Ako Re
[
1+zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
]
< 3
2
, z ∈ D,
togax f ∈ S∗.
Teorema 3.2.5. [41] Neka f (z) ∈ A i neka
Re
[
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
]
< λ(α), z ∈ D,
kade
λ(α) = 1 +
α
1 + α
(
1 + α
1− α
) 1−α
2
cos((1− α)pi
2
),
0 < α < 1. Togax f(z) ∈ S˜∗(α), t.e., f(z) e silno vezdolika od red
α.
Za α = 1/2 se dobiva slednata implikacija:
Re
[
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
]
< λ(1/2) = 1 +
√
2 4
√
3
6
= 1.3102 · · ·
⇒
∣∣∣∣arg zf ′(z)f(z)
∣∣∣∣ < pi4 , z ∈ D.
Ravichandran i Darus vo [50] go dobivaat sledniot rezultat:
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Posledica 3.2.5. [50] Neka h(z) e vezdolika na D i h(0) = 0. Ako
f ∈ A i
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
≺ 1 + h(z),
togax
zf ′(z)
f(z)
≺
[
1−
∫ z
0
h(η)
η
dη
]−1
.
Vo [51] cel na avtorite bila da najdat dovolen uslov f(z) ∈
A da bide silno vezdolika od red α vo odnos na argumentot
na zf
′(z)/f(z)
1+zf ′′(z)/f ′(z) . Pri toa go dobivaat sledniot rezultat:
Teorema 3.2.6. [51] Neka 0 < α < 1 i 0 < β < 1 e dadeno so
tan
(
βpi
2
)[
α
1− α sin
(αpi
2
)
+
(
1 + α
1− α
) 1+α
2
]
=
α
1− α cos
(αpi
2
)
.
Ako f ∈ A i ∣∣∣∣arg(1 + zf ′′(z)/f ′(z)zf ′(z)/f(z)
)∣∣∣∣ < βpi2 (z ∈ D),
togax f(z) ∈ S˜∗(α).
Mocanu ja vovel vo [37] klasata
M(α) =
{
f ∈ A : Re
[
α
(
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
)
+ (1− α)zf
′(z)
f(z)
]
> 0, z ∈ D
}
od α−konveksni funkcii, α realen broj, koja dava neprekinat
premin od koneksnite vo vezdolikite funkcii.
Vo [58] e dadena generalizacija na rezultatite od [66], a
vo [68] e prouquvana linearnata kombincija na analitiqkata
reprezentacija na vezdolikosta i konveksnosta t.e., diferen-
cijalniot operator
G(a, b, f ; z) ≡ azf
′(z)
f(z)
+ b
(
1 +
zf ′′(z)
f ′(z)
)
,
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i e daden najdobriot moen dovolen uslov xto implicira f ∈
S∗[A,B]. Vo prodolenie k´e bide daden rezultat od [68], za
modulot na G(a, b, f ; z) kako dovolen uslov xto implicira f ∈
S∗[A,B], so slednata posledica:
Posledica 3.2.6. [68] Neka f (z) ∈ A i neka A i B se takvi xto
−1 ≤ B < A ≤ 1. Ako
|G(1,−1, f ; z)| < A−B
(1 + |A|)(1 + |B|) (z ∈ D),
togax f(z) ∈ S∗[A,B]. Rezultatot e najdobriot moen.
3.3. Nov rezultat za povek´elisni funkcii
proxiruvaǌe na rezultat na Silverman
za ednolisni
Vo ovaa sekcija k´e bide prouquvan izraz koj pretstavuva pro-
xiruvaǌe na
1 + zf ′′(z)/f ′(z)
zf ′(z)/f(z)
na povek´elisni funkcii, t.e., k´e bide prouquvan koliqnikot
1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)
zf (p)(z)/f (p−1)(z)
i k´e bide daden dovolen uslov taka xto da vai implikacijata:∣∣∣∣1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)zf (p)(z)/f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ ⇒ ∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − p
∣∣∣∣ < µ (3.3.1)
(dvete neravenstva se na celiot ediniqen disk).
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Za dokauvaǌe na implikaciite vo ovaa sekcija k´e ja ko-
risteme slednata lema od teorijata na diferencijalni subor-
dinacii.
Lema 3.1 (Theorem 2.3h(i), p.34, [33]) Neka Ω ⊂ C i pretpostavu-
vame deka funkcijata ψ : C2×D→ C zadovoluva ψ(Meiθ, Keiθ; z) /∈
Ω za site K ≥Mn, θ ∈ R i z ∈ D. Ako p ∈ H[a, n] i ψ(p(z), zp′(z); z)
∈ Ω za site z ∈ D, togax |p(z)| < M , z ∈ D.
Ovaa lema dava monost za dobivaǌe na dovolni uslovi
koga odredeni diferencijalni neravenstva vaat.
Najprvo k´e bide razgledana implikacijata:∣∣∣∣1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)zf (p)(z)/f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ ⇒ ∣∣∣∣ zf (p)(z)f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ1 (3.3.2)
(dvete neravenstva se na celiot ediniqen disk), i so nejzina
pomox k´e dojdeme do implikacijata (3.3.1).
Teorema 3.3.7. Neka p e priroden broj pogolem od 1 i λ1 > 0. Isto
taka, neka f ∈ Ap. Ako λ ≤ λ(λ1) ≡ λ1(λ1+1)2 , togax implikacijata
(3.3.2) vai.
Dokaz. Vrz osnova na Lema 3.1, neka stavime M = λ1 i defini-
rame funkcija p(z) = zf
(p)(z)
f (p−1)(z) − 1. Ponatamu, za funkcijata
ψ(r, s; z) = s
(r+1)2
, takva xto p(z) ∈ H[0, 1] (n = 1 vo Lema 3.1)
imame
ψ(p(z), zp′(z); z) =
∣∣∣∣ zp′(z)(p(z) + 1)2
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)zf (p)(z)/f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ(λ1)
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za site z ∈ D i
ψ(Meiθ, Keiθ; z) =
∣∣∣∣ Keiθ(Meiθ + 1)2
∣∣∣∣ = K|eiθ||Meiθ + 1|2 =
=
K
|Meiθ + 1|2 ≥
M
|Meiθ + 1|2
≥ M
M2 + 2M + 1
=
M
(M + 1)2
=
λ1
(λ1 + 1)2
≥ λ
za site z ∈ D. Pa, |p(z)| < M za site z ∈ D. 2
Na sliqen naqin k´e bide dokaan i sledniot rezultat.
Teorema 3.3.8. Neka p i k se prirodni broevi pogolemi od 1 i
0 ≤ k ≤ p− 2. Isto taka, neka f ∈ Ap, λk+1 > 0 i
λk ≤ λk(λk+1) ≡ λk+1
λk+1 + k + 2
+ λk+1.
Ako ∣∣∣∣ zf (p−k)(z)f (p−k−1)(z) − (k + 1)
∣∣∣∣ < λk(λk+1) (z ∈ D),
togax ∣∣∣∣zf (p−k−1)(z)f (p−k−2)(z) − (k + 2)
∣∣∣∣ < λk+1 (z ∈ D).
Dokaz. Neka M = λk+1 i neka definirame funkcii
p(z) =
zf (p−k−1)(z)
f (p−k−2)(z)
− k − 2
i
ψ(r, s; z) =
s
r + k + 2
+ r,
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taka xto p(z) ∈ H[0, 1] (n = 1 vo Lema 3.1) i
ψ(p(z), zp′(z); z) =
∣∣∣∣ zp′(z)p(z) + k + 2 + p(z)
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ zf (p−k)(z)f (p−k−1)(z) − k − 1− p(z) + p(z)
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ zf (p−k)(z)f (p−k−1)(z) − k − 1
∣∣∣∣ < λk(λk+1)
za site z ∈ D. So cel da ja dokaeme teoremata dovoleno e da
pokaeme deka ψ(Meiθ, Keiθ; z) ≥ λk(λk+1) za site K ≥M , θ ∈ R i
z ∈ D. Navistina, od k + 2 ≥M imame
ψ(Meiθ, Keiθ; z) =
∣∣∣∣ KeiθMeiθ + k + 2 +Meiθ
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ KMeiθ + k + 2 +M
∣∣∣∣
≥ K
M + k + 2
+M ≥ M
M + k + 2
+M
=
λk+1
λk+1 + k + 2
+ λk+1 = λk(λk+1)
za site z ∈ D. 2
So ogled na toa xto funkciite λ(λ1) = λ1(λ1+1)2 i λk(λk+1) =
λk+1
λk+1+k+2
+λk+1 se strogo monotoni na intervalite (0, 1) i (0,+∞),
soodvetno, dobivame deka postojat nivnite inverzni funkcii
λ1(λ) =
1− 2λ+√1− 4λ
2λ
i
λk+1(λk) =
1
2
(
λk − k − 3 +
√
(λk + k + 3)2 − 4λk
)
.
Zatoa, Teorema 3.3.7. i Teorema 3.3.8. moat da se zapixat vo
slednata ekvivalentna forma.
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Teorema 3.3.9. Neka p e priroden broj pogolem od 1 i 0 < λ ≤ 1/4.
Isto taka, neka f ∈ Ap. Ako∣∣∣∣1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)zf (p)(z)/f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ (z ∈ D),
togax ∣∣∣∣ zf (p)(z)f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < 1− 2λ+√1− 4λ2λ (z ∈ D).
Teorema 3.3.10. Neka p i k se prirodni broevi pogolemi od 1 i
0 ≤ k ≤ p− 2. Isto taka, neka f ∈ Ap i 0 < λk < 1. Ako∣∣∣∣ zf (p−k)(z)f (p−k−1)(z) − (k + 1)
∣∣∣∣ < λk (z ∈ D),
togax ∣∣∣∣zf (p−k−1)(z)f (p−k−2)(z) − (k + 2)
∣∣∣∣ < λk+1
≡ 1
2
[
λk − k − 3 +
√
(λk + k + 3)2 − 4λk
]
(z ∈ D).
Krajnata cel k´e ja postigneme so kombiniraǌe na prethod-
nite dve teoremi. Teorema 3.3.10. moe da se primeni rekurziv-
no bidejk´i 1
2
[
λk − k − 3 +
√
(λk + k + 3)2 − 4λk
]
e vo intervalot
(0, 1) koga λk ∈ (0, 1).
Teorema 3.3.11. Neka p e priroden broj pogolem od 1 i 0 < λ ≤
1/4. Isto taka, neka λ1 = 1−2λ+
√
1−4λ
2λ
i za k = 1, 2, . . .,
λk+1 =
1
2
[
λk − k − 3 +
√
(λk + k + 3)2 − 4λk
]
.
Glava 3. Rezultat na Silverman prenesen od klasata ednolisni na klasata
povek´elisni funkcii 62
Ako f ∈ Ap i∣∣∣∣1 + zf (p+1)(z)/f (p)(z)zf (p)(z)/f (p−1)(z) − 1
∣∣∣∣ < λ (z ∈ D),
togax ∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − p
∣∣∣∣ < λp−1 (z ∈ D).
Za p = 2 i λ = 1/4 imame λ1 = 1 i ja dobivame slednata
posledica.
Posledica 3.3.7. Ako f ∈ A2 i∣∣∣∣1 + zf ′′′(z)/f ′′(z)zf ′′(z)/f ′(z) − 1
∣∣∣∣ < 14 (z ∈ D),
togax ∣∣∣∣zf ′(z)f(z) − 2
∣∣∣∣ < 1 (z ∈ D).

Glava 4
Za ograniqenoto vrteǌe na
analitiqkite funkcii
Vo ovaa glava od doktorskata disertacija k´e bidat prezen-
tirani originalni rezultati povrzani so ednolisnite funk-
cii, pokonkretno za funkciite so ograniqeno vrteǌe. Tie
treba da zemat mesto vo ovaa doktorska disertacija koja se
odnesuva na povek´elisnite funkcii, bidejk´i se tesno povrzani
so niv. K´e bidat dadeni novi kriteriumi koi k´e garantiraat
deka funkcijata f ∈ A pripag´a na klasata funkcii so ogra-
niqeno vrteǌe. Rezultatite od ovaa glava se publikuvani vo
trudot [64].
4.1. Klasata funkcii so ograniqeno vrteǌe
Funkciite od klasata
R = {f ∈ A : Re f ′ (z) > 0, z ∈ D} =
64
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=
{
f ∈ A : f ′ (z) ≺ 1 + z
1− z , z ∈ D
}
t.e., funkciite f(z) ∈ A za koi |f ′(z) − 1| < 1, z ∈ D se nareku-
vaat funkcii so ograniqeno vrteǌe [15]. Motivacijata za
vakviot naziv doag´a od faktot xto Re f ′ (z) > 0 e ekvivalentno
so |arg f ′ (z)| ≤ pi/2, a arg f ′ (z) go pretstavuva agolot na vrteǌe
(rotacija) na slikata na poluprava od z xto se dobiva so po-
mox na funkcijata f . Poznato e deka R ⊂ S. So ogled na toa
xto site poznaqajni klasi ednolisni funkcii istovremeno se
i vezdoliki, za oqekuvaǌe e da vai R ⊂ S∗. No, Krzyz vo
[28] dava kontraprimer so koj pokauva deka toa ne e toqno.
Mocanu vo [36] dava uxte eden kontraprimer koj pokauva deka
duri ni postrogiot uslov f ∈ A, |f ′ (z)− 1| < 1 (z ∈ D) ne im-
plicira f ∈ S∗. Faktot xto ne vai nitu R ⊂ S∗, nitu S∗ ⊂ R,
ja pravi klasata R interesna za istrauvaǌe. Referenci vo
taa nasoka se [65], [19], [28] i [62].
Vo trudot [63] so koristeǌe na metod od teorijata na dife-
rencijalni subordinacii dadeni se rezultati povrzani so iz-
razot
z
f ′(z)− 1
f(z)− z =
f ′(z)− 1
f(z)/z − 1 , (4.1.1)
koi vodat do dovolni uslovi edna funkcija f ∈ An, n ∈ N,
n ≥ 2, da bide so ograniqeno vrteǌe. Vo prodolenie dadeni
se nekoi od tie rezultati:
Teorema 4.1.1. [63] Neka f ∈ An, n ∈ N, n ≥ 2, taka xto f(z) 6= z
za sekoe z ∈ D \ {0}, i neka an = f (n)(0)n! . Ako
z
f ′(z)− 1
f(z)− z − n ≺
λz
an + λz
=: h1(z), (4.1.2)
kade 0 < |λ| ≤ |an|, togax
f(z)− z
zn
≺ an + λz (4.1.3)
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i funkcijata an + λz e najdobra dominanta na (4.1.2). Uxte
povek´e, ∣∣∣∣f(z)− zzn − an
∣∣∣∣ < λ, z ∈ D, (4.1.4)
i ovoj zakluqok e najdobar moen, t.e., vo neravenstvoto (4.1.4)
parametarot |λ| ne moe da se zameni so pomal broj taka xto
implikacijata da prodoli da vai.
Zabelexka 4.1.1. [63] Za funkcijata h1(z) definirana so (4.1.2)
lesno moe da se proveri deka:
(i) Ako 0 < |λ| < |an|, togax h1(D) e otvoren disk so centar
c =
1
2
· [h1 (ei arg(an/λ))+ h (−ei arg(an/λ))] = |λ|2|λ|2 − |an|2 ,
i radius
r =
∣∣h1 (ei arg(an/λ))− c∣∣ = |λ| · |an||an|2 − |λ|2 .
(ii) Ako |λ| = |an|, togax h1(z) = zz+ei arg(an/λ) , i
h1(D) =
{
z ∈ C : Re z < 1
2
}
.
Od Teorema 4.1.1. se dobiva slednata posledica.
Posledica 4.1.1. [63] Neka f ∈ An, n ∈ N, n ≥ 2 i f(z) 6= z za
sekoe z ∈ D \ {0}, i neka an = f (n)(0)n! .
(i) Ako 0 < |λ| < |an| i∣∣∣∣z f ′(z)− 1f(z)− z − n− |λ|2|λ|2 − |an|2
∣∣∣∣ < |λ| · |an||an|2 − |λ|2 , z ∈ D,
togax ∣∣∣∣f(z)− zzn − an
∣∣∣∣ < |λ|, z ∈ D.
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(ii) Ako
Re
[
z
f ′(z)− 1
f(z)− z
]
< n+
1
2
, z ∈ D,
togax ∣∣∣∣f(z)− zanzn − 1
∣∣∣∣ < 1, z ∈ D.
Ovie implikacii se najdobri moni, t.e., vo obata sluqai ra-
diusot na otvoreniot disk od zakluqokot e najmal moen taka
xto soodvetnata implikacija da prodoli da vai.
Vo [37] dobien e uslov vo odnos na zf ′(z)/f(z) takov xto
f ∈ R. Toj e daden so slednata teorema:
Teorema 4.1.2. [37] Neka α,M > 0 se takvi xto |1− α| < M < α.
Ako f ∈ An go zadovoluva uslovot∣∣∣∣zf ′ (z)f (z) − α
∣∣∣∣ < M, z ∈ D,
kade M = M(α, n) e dadeno so ravenkata
M2 − (1− α)2
n|1− α| · arctan
|1− α|√
M2 − (1− α)2
= arctan
√
α2 −M2
M
,
ako α 6= 1, i
cos
M
n
= M
za α = 1, togax f ∈ R.
Za α = 2 i M =
√
2 vo prethodnata teorema e dobien sledni-
ot poednostaven rezultat:
Posledica 4.1.2. [37] Ako f ∈ A i∣∣∣∣zf ′ (z)f (z) − 2
∣∣∣∣ < √2, z ∈ D,
togax Re f ′ (z) > 0, z ∈ D.
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Vo 1993, vo trudot [70], dadeni se slednite rezultati koi
davaat dovolen uslov koga f ∈ R:
Teorema 4.1.3. Ako za f ∈ An vai∣∣∣∣zf ′ (z)f (z) − 1
∣∣∣∣ < M, z ∈ D,
kade M = Mn e rexenieto na ravenkata
cos (M/n) = M,
togax f ∈ R.
Teorema 4.1.4. Ako za f ∈ An vai∣∣∣∣arg zf ′ (z)f (z)
∣∣∣∣ < θ, z ∈ D,
kade θ = θn e rexenieto na ravenkata
pi
2n
tan θ + θ =
pi
2
,
togax f ∈ R.
Slediot rezultat implicira posilen zakluqok vo odnos na
zakluqokot na Teorema 4.1.3.:
Teorema 4.1.5. ([70]) Ako za f ∈ An vai∣∣∣∣zf ′ (z)f (z) − 1
∣∣∣∣ < N, z ∈ D,
kade N = Nn e rexenieto na ravenkata
(1 +N) eN/n = 2,
togax |f ′ (z)− 1| < 1, z ∈ D.
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4.2. Dovolni uslovi za ograniqeno vrteǌe
Vo ovaa sekcija najprvo k´e bide navedena lema od teorijata na
diferencijalni subordinacii od prv red koja k´e se koristi
za dobivaǌe na naxite glavni rezultati povrzani so klasata
funkcii so ograniqeno vrteǌe.
Lema 4.1 ([34]) Neka q(z) e ednolisna na edineqniot disk D, i
neka θ(ω) i φ(ω) se analitiqki na domen D koj go sodri q(D),
so φ(ω) 6= 0 koga ω ∈ q(D). Da zememe deka Q(z) = zq′(z)φ(q(z)),
h(z) = θ(q(z)) +Q(z), i da pretpostavime deka
i) Q(z) e vezdolika na edineqniot disk D; i
ii) Re zh
′(z)
Q(z)
= Re
[
θ′(q(z))
φ(q(z))
+ zQ
′(z)
Q(z)
]
> 0, z ∈ D.
Ako p(z) e analitiqka na D, so p(0) = q(0), p(D) ⊆ D i
θ(p(z)) + zp′(z)φ(p(z)) ≺ θ(q(z)) + zq′(z)φ(q(z)) = h(z), (4.2.5)
togax p(z) ≺ q(z), i q(z) e najdobra dominanta na (4.2.5).
Sega, so koristeǌe na Lema 4.1 k´e bide dokaan sledniot
rezultat.
Lema 4.2 Neka f ∈ A i α, β ∈ C \ {0} se takvi xto α+ β = 0 ili
α+ β = 1. Isto taka, neka za q(z) ednolisna na edineqniot disk
D vai q(0) = 0 i
Re
[
1 +
zq′′(z)
q′(z)
]
> 0, z ∈ D. (4.2.6)
Dopolnitelno, Re 1
α
> −1 i
Re
[
1 +
zq′′(z)
q′(z)
]
> −Re 1
α
, z ∈ D, (4.2.7)
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koga α + β = 1. Ako
α · f ′(z) + β · f(z)
z
≺ (α + β) · [q(z) + 1] + αzq′(z) ≡ h(z) (4.2.8)
togax f(z)
z
− 1 ≺ q(z), i q(z) e najdobra dominanta na (4.2.8).
Dokaz. Funkciite θ(ω) = (α+β) ·(ω+1) i φ(ω) = α se analitiqki
na domenot D = C koj go sodri q(D) i φ(ω) 6= 0 koga ω ∈ q(D).
Ponatamu, Q(z) = zq′(z)φ(q(z)) = αzq′(z) e vezdolika bidejk´i
Re
zQ′(z)
Q(z)
= Re
[
1 +
zq′′(z)
q′(z)
]
> 0, z ∈ D;
uxte povek´e za funkcijata h(z) = θ(q(z)) +Q(z) imame
Re
zh′(z)
Q(z)
= Re
[
1 +
α + β
α
+
zq′′(z)
q′(z)
]
> 0, z ∈ D,
za α+ β = 0 xto se doli na (4.2.6) i za α+ β = 1 xto se doli
na (4.2.7).
Sega, neka izbereme p(z) = f(z)
z
− 1 koja e analitiqka na D,
p(0) = q(0) = 0 i p(D) ⊆ D = C. Koneqno, imajk´i predvid deka
subordinaciite (4.2.5) i (4.2.8) se ekvivalentni, od Lema 4.1
go dobivame zakluqokot na Lema 4.2. 2
Ponatamu k´e bide razgleduvan modulot na
α · f ′(z) + β · f(z)
z
(4.2.9)
i k´e bidat dobieni zakluqoci xto k´e ne dovedat do kriteriumi
funkcijata f da pripag´a na klasata R.
Teorema 4.2.6. Neka f ∈ A, µ > 0 i α, β ∈ C \ {0} se takvi xto
α+β = 0 ili α+β = 1. Isto taka, neka Re 1
α
> −1 koga α+β = 1.
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Ako∣∣∣∣α · f ′(z) + β · f(z)z − (α + β)
∣∣∣∣ < δ ≡
{
µ · |α|, α + β = 0
µ · |1 + α|, α + β = 1 ,
(4.2.10)
za site z ∈ D, togax ∣∣∣∣f(z)z − 1
∣∣∣∣ < µ, z ∈ D. (4.2.11)
Ovaa implikacija e najdobra mona, t.e., vo neravenstvoto
(4.2.11), µ ne moe da se zameni so pomal broj taka xto da vai
implikacijata. Isto taka,
|f ′(z)− 1| < λ ≡
{
2µ, α + β = 0
µ · (∣∣1 + 1
α
∣∣+ ∣∣1− 1
α
∣∣) , α + β = 1
}
, z ∈ D.
Ovaa implikacija e isto taka najdobra mona, t.e., λ ne
moe da se zameni so pomal broj taka xto implikacijata da
vai, ako
(i) α + β = 0; ili
(ii) α + β = 1 i
∣∣1 + 1
α
∣∣+ ∣∣1− 1
α
∣∣ = 2.
Dopolnitelno, ako µ ≤ 1
2
za α+ β = 0 ili
∣∣1 + 1
α
∣∣+ ∣∣1− 1
α
∣∣ ≤ 1
µ
za α + β = 1 togax f ∈ R.
Dokaz. Izbirajk´i q(z) = µz imame 1 + zq
′′(z)
q′(z) = 1, xto znaqi deka
(4.2.6) i (4.2.7) od Lema 4.2 vaat. Ponatamu, za funkcijata
h(z) definirana vo (4.2.8) imame
h(z) = α + β + µz(2α + β),
xto znaqi deka subordinacijata (4.2.8) e ekvivalentna na∣∣∣∣α · f ′(z) + β · f(z)z − (α + β)
∣∣∣∣ < µ · |2α + β| = δ, z ∈ D,
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i od tuka ekvivalentna na (4.2.10). Zatoa, (4.2.11) sleduva
direktno od Lema 4.2 i definicijata za subordinacija.
Ponatamu, za site z ∈ D,∣∣∣∣α · f ′(z) + β · f(z)z − (α + β)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α · [f ′(z)− 1] + β · [f(z)z − 1
]∣∣∣∣
i
|α| · |f ′(z)− 1| ≤
∣∣∣∣α · [f ′(z)− 1] + β · [f(z)z − 1
]∣∣∣∣+ ∣∣∣∣β · [f(z)z − 1
]∣∣∣∣
< δ + |β| · µ = |α| · λ,
od |w1| ≤ |w1+w2|+|w2|. Zatoa, implikacijata od ovaa posledica
vai.
Dvete implikacii se najdobri moni kako xto pokauva
funkcijata f∗(z) = z + µz2, bidejk´i∣∣∣∣α · f ′∗(z) + β · f∗(z)z − (α + β)
∣∣∣∣ = µ · |2α + β| · |z| = δ · |z|, z ∈ D,∣∣∣∣f∗(z)z − 1
∣∣∣∣ = µ · |z|, z ∈ D,
|f ′∗(z)− 1| = 2 · µ · |z|, z ∈ D,
i 2µ = λ ako (i) ili (ii) vai. 2
Ponatamu, k´e bide razgleduvan realniot del na izrazot
(4.2.9) i k´e bidat dobieni kriteriumi taka xto funkcijata
f ∈ A da pripag´a vo R.
Teorema 4.2.7. Neka f ∈ A, µ > 0 i α, β ∈ C \ {0} se takvi xto
α+ β = 0 ili α+ β = 1. Isto taka, neka Re 1
α
> 0⇔ Reα > 0 koga
α + β = 1. Ako
α · f ′(z) + β · f(z)
z
≺ (α+ β)
(
1 +
2µz
1− z
)
+
2αµz
(1− z)2 ≡ h2(z) (4.2.12)
Glava 4. Za ograniqenoto vrteǌe na analitiqkite funkcii 73
togax
Re
[
f(z)
z
]
> 1− µ, z ∈ D. (4.2.13)
Ovaa implikacija e najdobra mona, t.e., vo prethodnoto nera-
venstvoto (4.2.13), µ ne moe da se zameni so pogolem broj taka
xto implikacijata da vai.
Dokaz. Implikacijata vo ovaa teorema sleduva direktno od
Lema 4.2 za q(z) = 2µz
1−z . Uslovot Re
1
α
> 0 stoi namesto Re 1
α
> −1
za da vai (4.2.7). Rezultatot e najdobriot moen, kako xto
moe da se vidi od funkcijata f∗(z) = z + z · q(z) za koja
α · f ′∗(z) + β ·
f∗(z)
z
= (α + β)
(
1 +
2µz
1− z
)
+
2αµz
(1− z)2
i Re f(z)
z
= 1− µ za z = −1. 2
Koga α + β = 1 ja dobivme slednata posledica.
Posledica 4.2.3. Neka f ∈ A, α > 0 i µ > 0. Ako
Re
[
α · f ′(z) + (1− α) · f(z)
z
]
> 1− µ ·
(
1 +
α
2
)
, z ∈ D, (4.2.14)
togax
Re
[
f(z)
z
]
> 1− µ, z ∈ D.
Ako, dopolnitelno,
(i) α > 1 i µ ≤ 1; ili
(ii) α < 1 i µ ≥ 1;
togax
Re f ′(z) > 1− 3
2
· µ, z ∈ D. (4.2.15)
Ovie rezultati se najdobri moni.
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Dokaz. Neka α + β = 1. Pa, za funkcijata h2 definirana vo
(4.2.12) imame
h2(z) = 1 +
2µz
1− z +
2αµz
(1− z)2 ,
h2(0) = 1 i
h2(e
iθ) = 1− µα
2
(1 + t2)− µ+ µti,
kade t = ctg (θ/2). Zatoa,
X = Reh(eiθ) = 1− µ
(α
2
+ 1
)
− α
2µ
· Y 2,
kade
Y = Imh(eiθ) = µt
gi dostignuva site realni broevi. Ova vodi do
h2(e
iθ) =
{
x+ iy : x = 1− µ
(
1 +
α
2
)
− α
2µ
· y2, y ∈ R
}
.
Od tuka, imajk´i ja vo predvid definicijata za subordinacija,
neravenstvoto (4.2.14) i faktot deka{
x+ iy : x > 1− µ
(
1 +
α
2
)
, y ∈ R
}
⊆ h2(D),
ja dobivame subordinacijata (4.2.12). Zatoa, od Teorema 4.2.7.
sleduva
Re
[
f(z)
z
]
> 1− µ, z ∈ D.
Ponatamu, koga (i) ili (ii) vai imame
Re f ′(z) =
1
α
·
{
Re
[
α · f ′(z) + (1− α) · f(z)
z
]
− (1− α) · Re
[
f(z)
z
]}
>
1
α
·
[
1− µ
(
1 +
α
2
)
− (1− α)(1− µ)
]
= 1− 3
2
· µ,
za site z ∈ D.
Glava 4. Za ograniqenoto vrteǌe na analitiqkite funkcii 75
Rezultatite se najdobri moni vo kontekst na funkcijata
f∗(z) = z +
2µz2
1−z za koja f∗(z)/z = 1 +
2µz
1−z ≡ g(z), g(D) = {x+ iy : x >
1− µ, y ∈ R},
α · f ′∗(z) + (1− α) ·
f∗(z)
z
= h2(z)
i
Re f ′∗(z) = Reh2(z) = 1−
3
2
· µ za z = −1.
2
Na sliqen naqin kako i vo Posledica 4.2.3., za α = −β = 1
dobivame
Posledica 4.2.4. Neka f ∈ A i µ > 0. Ako
Re
[
f ′(z)− f(z)
z
]
> −µ
2
, z ∈ D, (4.2.16)
togax Re
[
f(z)
z
]
> 1 − µ, z ∈ D, i Re f ′(z) > 1 − 3
2
· µ, z ∈ D. Ako,
dopolnitelno, µ ≤ 2
3
, togax Re f ′(z) > 0, z ∈ D, t.e., f ∈ R.
Dvete implikacii se najdobri moni.
Vo sledniot primer dadeni se nekoi konkretni zakluqoci
xto moat da bidat dobieni od prethodno navedenite rezul-
tati od ovaa sekcija so specificiraǌe na vrednosti za α, β i
µ.
Primer 4.1 Neka f ∈ A.
(i) Ako
∣∣∣f ′(z)− f(z)z ∣∣∣ < 12 (z ∈ D) togax |f ′(z) − 1| < 1 (z ∈ D) i
f ∈ R. (α = −β = 1 i µ = 1
2
vo Teorema 4.2.6.);
(ii) Ako
∣∣∣f ′(z) + f(z)z − 2∣∣∣ < 1 (z ∈ D) togax |f ′(z)− 1| < 1 (z ∈ D)
i f ∈ R. (α = β = 1
2
i µ = 1
4
vo Teorema 4.2.6.);
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(iii) Ako α > 0 i Re
[
α · f ′(z) + (1− α) · f(z)
z
]
> −α
2
(z ∈ D) togax
Re
[
f(z)
z
]
> 0 (z ∈ D) i Re f ′(z) > −1/2 (z ∈ D). (µ = 1 vo
Posledica 4.2.3.);
(iv) Ako Re
[
f ′(z) + f(z)
z
]
> −1
2
(z ∈ D) togax Re
[
f(z)
z
]
> 0 (z ∈ D)
i Re f ′(z) > −1/2 (z ∈ D). (α = 1/2 i µ = 1 vo Posledica
4.2.3.);
(v) Ako Re
[
f ′(z)− f(z)
z
]
> −1
3
(z ∈ D) togax Re f ′(z) > 0 (z ∈ D)
i f ∈ R. (µ = 2
3
vo Posledica 4.2.4.);
Zabelexka 4.2.2. Da zabeleime deka vo (iii) od prethodniot
primer, zakluqokot ne zavisi od α.

Glava 5
Idei za ponatamoxna rabota
Na poqetok da naglasam deka kako rezultat na rabotata na
doktorskata disertacija proizlegoa qetiri statii od koi dve
se otpeqateni vo meg´unarodni matematiqki spisanija, edna e
prifatena za peqateǌe i edna e podnesena za peqateǌe. Toa se
statiite:
1. Karamazova E., Tuneski N.,Some inequality relations involving mul-
tivalent functions, Advances in Mathematics: Scientific Journal 5
(2016) 45- 50.
2. Karamazova E., Tuneski N.,Extension of some results of inequality
relations involving multivalent functions, prifatena za peqateǌe
vo Southeast Asian Bulletin of Mathematics.
3. Karamazova E., Tuneski N.,A result by Silverman transfered on
multivalent functions, podnesena za peqateǌe.
4. Tuneski N., Darus M., Karamazova E. Simple sufficient conditions
for bounded turning, Rendiconti del Seminario Matematico della
Universita` di Padova, 132 (2014), 231-238.
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Ideite za ponatamoxna rabota se kako vo nasoka na prob-
lemite istrauvani vo trudovite, taka i vo ostanati pravci
na istrauvaǌe vo geometriskata teorija na funkciite, a pred
se vo teorijata na povek´elisnite funkcii.
Od problemite istrauvani vo doktorskata disertacija
proizleguvaat slednite idei za ponatamoxna rabota:
• Opredeluvaǌe na novi vrski na klasata na Silverman so
drugi klasi ednolisni funkcii, kako na primer so kla-
sata funkcii so ograniqeno vrteǌe. Od literaturata
koja ja imav na raspolagaǌe moe da se zakluqi deka tie
relacii dosega ne se istrauvani.
• Ponatamoxno istrauvaǌe na klasata povek´elisni funk-
cii koja pretstavuva proxiruvaǌe na klasata na Silverman
za ednolisni, pred se vo nasoka na naog´aǌe na vrski so
drugi klasi povek´elisni funkcii.
• Opredeluvaǌe na uslovi koga rezultatite dadeni vo Te-
orema 2.2.11., Teorema 2.2.12. i Teorema 2.2.13. se najdo-
bri moni.
• Opredeluvaǌe na uslovi koga rezultatite dadeni vo Teo-
rema 3.3.7., Teorema 3.3.8. i Teorema 3.3.11. se najdobri
moni.
• Opredeluvaǌe na novi vrski izrazeni preku implikacii
koi sodrat neravenstva pomeg´u klasite povek´elisni vez-
doliki, vezdolki od red α, silno vezdolki od red α, kon-
veksni, konveksni od red α, blisku-do-konveksni, blisku-
do-konveksni od red α.
Nekoi od ostanatite pravci na istrauvaǌe se slednite:
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• istrauvaǌe na bi-ednolisnite funkcii;
• ponatamoxno istrauvaǌe na povek´elisnite funkcii.
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Oznaki
A ≡ A1 klasa od funkcii f(z) koi se analitiqki vo D i
normalizirani taka xto f(0) = 0 i f ′(0) − 1 = 0,
7
Ap potklasa od H(D) koja se sostoi od funkcii od
oblik f(z) = zp +
∞∑
n=1
ap+nz
p+n, 7
C kompleksnata ramnina, 6
C klasata blisku-do-konveksni funkcii, 19
C(α) klasata blisku-do-konveksni funkcii od red α,
0 ≤ α < 1, 20
Cp(α) klasata povek´elisni bliski-do-konveksni funk-
cii od red α, 0 ≤ α < p i p = 1, 2, . . . , 20
D ediniqen disk, 1
D domen, 1
90
Oznaki 91
Gb klasata funkcii definirana od Silverman, 21
H(D) klasata od site funkcii xto se analitiqki na
otvoreniot ediniqen disk, 7
H[a, n] se sostoi od funkcii f ∈ H(D) so oblik f(z) =
a+ anz
n + an+1z
n+1 + · · · , 7
k(z) Koebe-ovata funkcija, 8
kθ(z) rotaciite na Koebe-ovata funkcija, 8
K klasata konveksni funkcii, 17
K(α) klasata konveksni funkcii od red α, 0 ≤ α < 1,
18
Kp klasata povek´elisni konveksni funkcii, 18
Kp(α) klasata povek´elisni konveksni funkcii od red
α, 0 ≤ α < p i p = 1, 2, . . . , 18
K˜p(α) klasata povek´elisni silno konveksni funkcii
od red α, 0 < α ≤ p i p = 1, 2, . . . , 19
R klasata funkcii so ograniqeno vrteǌe, 3
S∗ klasata vezdoliki funkcii, 13
S∗(α) klasata vezdoliki funkcii od red α, 0 ≤ α < 1,
15
S˜∗(α) klasata silno vezdoliki funkcii od red α, 0 <
α ≤ 1, 15
Oznaki 92
S∗p klasata povek´elisni vezdoliki funkcii, 15
S∗p (α) klasata povek´elisni vezdoliki funkcii od red
α, 0 ≤ α < p i p = 1, 2, . . . , 15
S˜p
∗
(α) klasata povek´elisni silno vezdoliki funkcii
od red α, 0 < α ≤ p i p = 1, 2, . . . , 16
S∗[A,B] klasata vezdoliki funkcii od tip na Janowski,
50
≺ oznaka za subordinacija, 23

Indeks
hipoteza na Bieberbach, 11
klasata
blisku-do-konveksni
funkcii, 19
klasata povek´elisni silno
vezdoliki funkcii
od red α (0 < α ≤ p),
15
klasata povek´elisni
vezdoliki funkcii,
15
diferencijalna
subordinacija od
prv red, 24
dominanta, 24
edineqen disk, 6, 7
ednolisni funkcii, 8
klasata povek´elisni
vezdoliki funkcii
od red α (0 ≤ α < p),
15
klasata silno vezdoliki
funkcii od red α
(0 < α ≤ 1), 14
klasata vezdoliki
funkcii, 13, 14
klasata vezdoliki funkcii
od red α (0 ≤ α < 1),
14
klasata vezdoliki funkcii
od tip na Janowski, 50
klasata
blisku-do-konveksni
funkcii od red α, 20
klasata funkcii
definirana od
Silverman, 21
klasata funkcii so
ograniqeno vrteǌe,
64
94
Indeks 95
klasata konveksni funkcii,
16, 17
klasata konveksni funkcii
od red α, 0 ≤ α < 1,
18
klasata povek´elisni
bliski-do-konveksni
funkcii od red α, 20
klasata povek´elisni
konveksni funkcii,
18
klasata povek´elisni
konveksni funkcii od
red α, 0 ≤ α < p, 18
klasata povek´elisni silno
konveksni funkcii od
red α, (0 < α ≤ p), 19
najdobra dominanta, 24
povek´elisni funkcii, 12
rotaciite na Koebe-ovata
funkcija, 8
subordinacii, 23
